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АНОТАЦІЯ 

Фомін В.М. Нелінійні динамічні розрахункові моделі 

залізобетонних каркасних будівель і споруд з урахуванням пластичності 

матеріалів. - Рукопис. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора технічних наук за 

спеціальністю 05.23.01 - будівельні конструкції, будівлі та споруди - Одеська 

державна академія будівництва та архітектури - Одеса, 2019 р.  

Метою дисертаційної роботи є розробка методів розрахунку 

залізобетонних каркасних будівель на квазістатичні і динамічні, в тому числі 

сейсмічні, впливи з урахуванням геометричної нелінійності конструкцій і 

фізичної нелінійності і пластичності матеріалів, заснованих на методі малого 

параметра і методі граничних елементів. 

У першому розділі наводиться аналіз пошкоджень залізобетонних 

споруд при сильних землетрусах, який проводиться у великій кількості робіт 

відомих фахівців у галузі сейсмостійкого будівництва. Відзначається, що 

серед залізобетонних конструкцій одними з найбільш вразливих виявилися 

каркасні споруди. Одною з основних причин руйнувань каркасних будівель 

з’являється наявність длінноперіодних складових прискорень ґрунту, частоти 

якіх виявилися близькими власним частотам коливань конструкцій внаслідок 

збільшення періодів власних коливань в процесі землетрусу. 

Наводиться короткий історичний огляд розвитку методів розрахунку і 

розрахункових моделей споруд на сейсмічні впливи. Дослідження поведінки 

конструкцій під час землетрусів свідчить про просторовий і нелінійний 

характер деформування конструкцій. Тому останнім часом в динамічних 

розрахунках споруд намітився перехід до використання просторових моделей 

споруд. Просторові моделі споруд дають можливість враховувати зміну 

пружних і пластичних властивостей по довжині і ширині споруди. 

Подальший розвиток динамічних методів розрахунку споруд пов'язаний з 

урахуваннм геометричної нелінійності конструкцій, фізичної нелінійності та 
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пластичності матеріалів. При цьому використовується скінченно-елементна 

модель будівлі. Проте такий розрахунок є досить складним завданням. Для 

залізобетонних конструкцій це пов'язано з тим, що при обчисленні методом 

скінченних елементів необхідно враховувати напруженно-деформований 

стан в точках будівлі, розподіл стиснутих і розтягнутих зон, зон 

навантаження і розвантаження, що вимагає достатньо детального розбиття 

конструкції на скінченні елементи, а отже, до розв'язання системи 

гігантських розмірів і великих обчислювальних і часових витрат. Для 

вирішення цієї задачі в дисертації запропоновані альтернативні методи, 

засновані на методах малого параметра і методі граничних елементів. 

У другому розділі дисертації для одновимірних моделей залізобетонних 

каркасних будівель, розташованих під дією навантажень, при яких 

залежність між напруженнями і деформаціями незначно відрізняються від 

лінійних, на основі методу малого параметру розроблено метод розв'язання 

динамічних задач плоского згину. Впроваджується малий параметр, що 

характеризує відхилення залежності між напруженнями і деформаціями в 

елементах конструкції від лінійних. Далі проводиться побудова 

асимптотичних розкладів напружень, деформацій і переміщень за ступенями 

малого параметра. При цьому не передбачається виконання гіпотези плоских 

перерізів. Граничні умови на гранях елемента конструкції дозволяють 

виразити згинальні моменти і поперечні сили в поперечних перерізах через 

кути повороту перерізів. Підставлення математичних виразів згинальних 

моментів і поперечних сил у вигляді рядів за ступенями малого параметра в 

діфференцальне співвідношення між згинальним моментом і поперечною 

силою і прирівнювання коефіцієнтів при нульовому та першому ступенях 

параметра в лівій і правій частинах рівності призводять до диференціальних 

рівнянь згину першого і другого наближень. Рівняння першого наближення 

дає можливість врахувати тільки геометричну нелінійність конструкції. Для 

урахування фізичної нелінійності матеріалів необхідно використовувати 

рівняння другого наближення. Проводиться дослідження коливань 
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одновимірної консольної моделі (колони) залізобетонної каркасної будівлі 

при сейсмічному впливі, при якому точка закріплення колони здійснює 

горизонтальні коливання за гармонійним законом зміни прискорення 

підстави.  

У третьому розділі дисертації пропонується метод вирішення 

динамічних задач плоского згину для одновимірних моделей залізобетонних 

каркасних будівель в разі сильних впливів, коли нелінійність вже не є малою. 

Основна ідея методу полягає в розбитті процесу деформування при згинанні 

на ряд кроків, в межах кожного з яких нелінійність можна вважати малою. На 

кожному кроці проводиться побудова асимптотичних розкладів для 

приростів напружень, деформацій і переміщень в точках залізобетонної 

балки при плоскому згині за ступенями малого параметра, а також 

диференціальних рівнянь плоского згину моделі з урахуванням фізичної та 

геометричної нелінійностей і пластичності матеріалів. В результаті рішень 

рівнянь визначаються прирости прогинів балки на даному етапі. Крок 

завершується визначенням значень прогинів, напружень і деформацій 

шляхом додавання значень їх приростів до знайдених на попередньому кроці 

значенням прогинів, напружень і деформацій. 

Досліджується динамічна задача для одновимірної моделі залізобетонної 

каркасної споруди. Розглядається рух маси на кінці колони, основа якої 

переміщається по горизонталі з прискоренням, що змінюється за 

гармонійним законом, при різних співвідношеннях частот зовнішнього 

впливу і власних коливань.   

У четвертому розділі дисертації представлений метод вирішення 

квазістатичних і динамічних задач для одновимірних моделей залізобетонних 

каркасних споруд, який заснований на теорії пластичної течії при складному 

навантаженні з використанням методу граничних елементів, який отримав в 

дисертації подальший розвиток. Розробка методики застосування методу 

граничних елементів для зазначеного класу задач складається з декількох 

етапів. Спочатку проводиться побудова диференціального рівняння плоского 
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згину залізобетонної балки на основі теорії пластичної течії шляхом 

використання граничних умов для нормальних і дотичних напружень на 

верхній і нижній гранях балки, а також умови рівноваги ділянки балки і 

диференціальних співвідношень між згинальними моментами і поперечними 

силами в перетинах. При побудові матриць методу граничних елементів для 

розв'язання нелінійних задач згину залізобетонних балок і рам шляхом 

наближеної побудови фундаментальних розв'язків задачі Коші для рівняння 

згину, ділянка балки що розглядається, розбивається на ряд сегментів, 

кожному з яких відповідає диференціальне рівняння з постійними 

коефіцієнтами, рівними їх значенням на початку сегмента.  

При вирішенні квазістатичних задач досліджуються рухи рам під дією 

сил, що повільно змінюються з плином часу, в результаті чого сили інерції 

зосереджених мас, розташованих у вузлах рам, виявляються нехтовно 

малими в порівнянні з діючими силами. На кожному кроці розрахунку 

прирости переміщень і внутрішніх зусиль в будь-якому перерізі балок і рам 

визначаються відповідно до алгоритму методу граничних елементів з 

використанням побудованих вище матриць. Після закінчення кроку 

визначаються нові значення прогинів, кутів повороту перерізів, поперечних і 

поздовжніх сил і згинальних моментів шляхом складання значень цих 

величин, отриманих в результаті обчислень на попередньому кроці, з їх 

приростами на даному етапі.  

При вирішенні динамічних задач використовується метод лінійних 

прискорень Ньюмарка. Для визначення коефіцієнтів впливу конструкції по 

відношенню до даної зосередженої маси, використовується побудований 

варіант методу граничних елементів. Далі, за допомогою системи основних 

рівнянь динаміки для системи зосереджених мас визначаються прирости 

прискорень, швидкостей і переміщень вантажів. Завершується крок 

обчисленням нових значень прискорень, швидкостей і переміщень. 

З використанням запропонованого методу проведено дослідження 

динамічної стійкості одновимірної моделі багатоповерхової залізобетонної 
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каркасної будівлі, тобто колони з системою зосереджених мас, що 

знаходиться під дією сил тяжіння мас і змінних в часі гармонійно змінних 

осьових сил. У початковий момент колона виводиться зі стану спокою за 

допомогою горизонтального імпульсу, прикладеного до однієї з мас. Якщо 

частота поздовжніх змінних сил дорівнює одній з подвоєних частот власних 

поперечних коливань, то спостерігається необмежене зростання амплітуди 

коливань. Таке явище (тобто розгойдування поперечних коливань під дією 

поздовжніх періодичних сил) називається параметричним резонансом або 

втратою динамічної стійкості.  

У п'ятому розділі представлені методи розв'язання динамічних задач для 

двовимірних моделей залізобетонних каркасних споруд. Досліджується 

плоска динамічна задача для залізобетонної багатопрольотної рами, що є 

моделлю багатопрольотної каркасної споруди, яка знаходиться під дією 

системи змінних горизонтальних і вертикальних сил. 

В результаті застосування запропонованого в четвертому розділі 

алгоритму методу граничних елементів для стержнів рами з використанням 

умов жорсткого їх з’єднання, умов рівноваги граничних елементів і рами в 

цілому з урахуванням приростів сил інерції зосереджених мас, побудована 

система рівнянь для невідомих приростів опорних реакцій і моментів на 

даному етапі розрахунку. Після знаходження значень невідомих величин 

приростів опорних реакцій і реактивних моментів визначаються значення 

приростів переміщень і напружень в точках рами, а значить, і значення самих 

переміщень і напружень шляхом складання їх зі знайденими на попередніх 

кроках значеннями. 

Як приклад виконано розрахунок причалу №19 Ізмаїльського 

морського торгового порту на сейсмічну дію, заданої у вигляді 

акселерограми. Основі рами надаються горизонтальні зміщення, прискорення 

яких змінюються з плином часу відповідно до акселерограми. Далі, за 

допомогою алгоритму перетворення Фур'є побудований спектр 

акселерограми. Максимальне значення абсолютної величини трансформанти 
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Фур'є акселерограми спостерігається при так званій переважної круговій 

частоті землетрусу, що дорівнює 11,26 c-1. Якщо знехтувати поздовжніми 

деформаціями стержнів, то виявиться, що рама поводиться як система з 

одним ступенем свободи, При цьому узагальненої координатою є 

переміщення ригеля. В результаті використання методу граничних елементів 

і методу лінійних прискорень побудований графік руху. При масі корисного 

навантаження, що дорівнює половині маси причалу частота вільних коливань 

дорівнює переважної частоті землетрусу. У цьому випадку графік руху 

ригеля переривається при t = 26c. Це викликано тим, що в цей момент в 

поперечному перерізі одного з вертикальних стержнів виникають 

напруження розтягу, що перевищують межу міцності бетону на розтяг, тобто 

починається процес руйнування. Аналогічний метод пропонується для 

вирішення плоских квазістатичних і динамічних задач і для 

багатоповерхових багатопрольотних рам, які є моделями багатоповерхових 

багатопрольотних каркасних споруд. Як приклад досліджується динаміка 

двоповерхової двопрогонової залізобетонної рами, викликана імпульсною 

дією. Передбачається, що навантаження рами відбувається в два етапи. На 

першому етапі відбувається поступове збільшення маси вантажів від 

нульових до заданих значень. Потім на одну з зосереджених мас впливає 

ударний імпульс. Після закінчення дії імпульса рама з вантажами здійснює 

вільні коливання. На графіках руху вантажів помітно наявність залишкових 

деформацій. 

У шостому розділі проводиться побудова методу вирішення 

просторових динамічних задач для залізобетонних каркасних споруд з 

використанням теорії пластичної течії і методу граничних елементів. 

Побудова провадиться у вигляді ряду етапів. На першому етапі здійснюється 

побудова диференціальних рівнянь просторового згину залізобетонної балки 

з урахуванням фізичної та геометричної нелінійностей і пластичності 

матеріалів при складному навантаженні. Ця побудова проводиться 

аналогічно випадку плоского згину. Для орієнтації базису, пов'язаного з 
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поперечним перерізом балки, відносно нерухомого базису обрані кути 

Крилова. В результаті використання граничних умов на гранях балки, 

статичної гіпотези Кірхгофа, а також співвідношення, що зв'язує головний 

момент внутрішніх зусиль в поперечному перерізі балки з головним 

вектором цих зусиль, будується система диференціальних рівнянь щодо 

приросту координат зігнутої осі балки на даному етапі рішення задачі. 

Аналогічно випадку плоского згину проводиться і побудова матриці 

фундаментальних рішень задачі Коші для системи диференціальних рівнянь, 

а також матриць методу граничних елементів для просторового випадку. 

 На основі викладеного методу проводиться рішення як квазістатичних, 

так і динамічних задач. Можливості запропонованого методу 

продемонстровано на прикладі динамічного розрахунку просторових 

коливань двоступеневої залізобетонної колони. У початковий момент часу до 

зосереджених мас, розташованих на колоні, прикладаються два взаємно 

перпендикулярні горзонтальні ударні імпульси. Після впливу імпульсів 

колона починає здійснювати вільні коливання. З використанням 

запропонованого методу для кожної з ділянок колони з урахуванням умов їх 

з’єднання побудовані графіки зміни координат вантажів, на яких помітно 

накопичення залишкових деформацій. Розглянуто також просторова 

нелінійна динамічна задача для залізобетонної рами, що є поперечником 

просторової каркасної конструкції. В деякий момент часу на одну з мас, 

розташованих на ній, діє горизонтальний ударний синусоїдальний імпульс. 

Наводяться результати досліджень вільних просторових коливань рами, 

викликаних цим впливом.  

 Ключові слова: динаміка залізобетонних каркасних будівель, 

сейсмічні та ударні впливи, нелінійність, пластичні властивості матеріалів, 

метод малого параметру, метод граничних елементів.  
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ABSTRACT 

 Fomin V.M. Nonlinear dynamic design models of reinforced concrete 

frame buildings taking into account plasticity of materials. - Manuscript. 

Thesis for the degree of Doctor of Technical Sciences in specialty 05.23.01 –  

building constructions, buildings and structures - Odessa State Academy of Civil 

Engineering and Architecture - Odessa, 2019.  

The aim of the thesis is to develop methods for design of reinforced concrete 

frame buildings on quasistatic and dynamic, including seismic, effects, taking into 

account the geometric nonlinearity of structures and physical nonlinearity of 

materials, as well as the development of residual deformations based on the small 

parameter method and boundary element method. 

 The first section provides an analysis of damage in reinforced concrete 

structures during strong earthquakes, to which a large number of works by 

renowned experts in the field of earthquake engineering are dedicated. It is noted 

that among the reinforced concrete structures frame structures were among the 

most vulnerable. One of the main causes for the destruction of frame buildings is 

the presence of long-period components of soil accelerations, which turned out to 

be close to the natural vibration frequencies of structures due to an increase in the 

natural vibration periods during an earthquake. 

 A brief historical review of the development of design methods and models 

of structures for seismic design is given. The study of the behavior of structures 

during earthquakes testifies to the spatial and non-linear nature of their 

deformation. Therefore, recently there has been a transition to the use of spatial 

models of structures in the dynamic design of structures. Spatial models of 

structures make it possible to take into account changes in the elastic and plastic 

properties of the earth's surface over the length and width of the structure. Further 

development of dynamic methods for construction design is related to the 

geometric nonlinearity of structures, physical nonlinearity, and plasticity of 

materials. In this case, the finite element model of the structure is used in the 

software complexes. However, such an analysis is quite a challenge. For reinforced 
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concrete structures, this is due to the fact that when making analysis by the finite 

element method, it is necessary to take into account the stress-strain state at the 

construction points, the distribution of compressed and stretched zones, loading 

and unloading zones, which requires a sufficiently detailed division of the structure 

into finite elements, and as a result, it leads to the solution of systems of gigantic 

dimension and large computational and time problems. To solve this problem, the 

thesis proposes alternative methods based on the small parameter method and the 

boundary element method. 

 In the second section of the thesis, for one-dimensional models of reinforced 

concrete frame buildings which are under load, at which the dependencies between 

stresses and strains differ slightly from linear ones, a method for solving dynamic 

plane bending problems is constructed using a small parameter method. A small 

parameter is introduced for specification of the deviation of the relationship 

between stresses and strains in the structural elements from linear. Next, the 

asymptotic expansions of stresses, strains, and displacements in powers of the 

parameter are constructed. At that the implementation of the hypothesis of flat 

sections is not supposed. The boundary conditions at the sides of the structural 

element allow us to express bending moments and lateral forces in cross sections 

through the angles of rotation of the sections. Substitution of the mathematical 

expressions of bending moments and shear forces in the form of series in powers 

of a small parameter into differential ratio between the bending moment and shear 

force and equation of the coefficients at zero and first degree of the parameter in 

the left and right sides of equality lead to differential bending equations of the first 

and second approximations. The equation of the first approximation makes it 

possible to take into account only the geometric nonlinearity of the structure. To 

take into account the physical nonlinearity of materials, it is necessary to use the 

second approximation equation. The study of oscillations of a one-dimensional 

cantilever model (column) of a reinforced concrete frame building under seismic 

impact, at which the point of support of the column makes horizontal oscillations 

with the harmonic law of change of the base acceleration, is being made. 
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In the third section of the thesis, a method for solving dynamic problems of 

plane bending of one-dimensional models of reinforced concrete frame buildings 

in the case of strong impacts, when the nonlinearity isn’t small, is proposed. The 

main idea of the method is to divide the process of deformation during bending 

into a series of steps, within each of which the nonlinearity can be considered 

small. At each step, the construction of asymptotic expansions for the increments 

of stresses, deformations and displacements at the points of the reinforced concrete 

beam during plane bending In the third section of the thesis, we propose a method 

for solving dynamic problems of plane bending for one-dimensional models of 

reinforced concrete frame buildings in the case of strong impacts, when the 

nonlinearity is no longer small. The main idea of the method is to divide the 

process of deformation during bending into a series of steps, within each of which 

the nonlinearity can be considered small. At each step, the construction of 

asymptotic expansions for the increments of stresses, deformations and 

displacements at the points of the reinforced concrete beam during plane bending 

on the degrees of a small parameter, as well as the differential equations of the 

plane flexural model taking into account the physical and geometric nonlinearities 

and plasticity of materials are made. As a result of solving the equations, the 

deflections of the beam deflections are determined at this step. The step is 

completed by determining the values of the deflections, stresses and strains by 

adding the values of their increments to the deflections, stresses and strains found 

at the previous step, as well as the differential equations of the plane flexural 

model taking into account the physical and geometric nonlinearities and plasticity 

of materials are made. As a result of solving the equations, the deflections of the 

beam deflections are determined at this step. The step is completed by determining 

the values of the deflections, stresses and strains by adding the values of their 

increments to the deflections, stresses and strains found at the previous step. 

The dynamic problem for a one-dimensional model of a reinforced concrete 

frame structure is investigated. The motion of a mass at the end of the column is 

considered, the base of which moves horizontally with acceleration due to 
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harmonic law, with different correlations of the frequencies of external influence 

and eigenfrequencies. 

The fourth section of the thesis presents a method for solving quasi-static 

and dynamic problems for one-dimensional models of reinforced concrete frame 

structures, which is based on the theory of plastic flow under complex loading 

using the boundary element method, which got the further development in the 

thesis. The development of a method for applying the boundary element method 

for the mentioned class of problems consists of several stages. First, the differential 

equation of plane bending of a reinforced concrete beam is constructed on the basis 

of the theory of plastic flow by using boundary conditions for normal and 

tangential stresses on the upper and lower sides of the beam, as well as the 

equilibrium condition of the beam section and the differential relations between 

bending moments and transverse forces in sections. When constructing matrices of 

the boundary element method for solving nonlinear problems of bending for 

reinforced concrete beams and frames by approximate construction of the 

fundamental Cauchy problem for the equation, the beam section is divided into a 

number of segments, to each of which the differential equation corresponds with 

constant coefficients equal to their values at the beginning of the segment. 

When solving quasistatic problems, the motions of the frames under the 

action of forces slowly changing with respect to time are investigated, as a result of 

which the inertial forces of the concentrated masses located at the nodes of the 

frames turn out to be negligible in comparison to the acting forces. At each step of 

calculating the increments of displacements and internal forces in any section of 

the rods are determined in accordance with the algorithm of the boundary element 

method using the matrices constructed above. At the end of the step, new values of 

deflections, angles of rotation of cross sections, transverse and longitudinal forces 

and bending moments are determined by adding the values of these values 

obtained as a result of calculations at the previous step with their increments at the 

present step. 
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In solving dynamic problems, the Newmark linear acceleration method is 

used. To determine the coefficients of influence of the structure in relation to a 

given concentrated mass, the presented above variant of the boundary element 

method is used. Further, using the system of basic equations of dynamics for a 

system of concentrated masses, the increments of accelerations, velocities, and 

motions of concentrated masses are determined. The step is completed by 

calculating new values of accelerations, velocities and displacements. 

Using the proposed method, the dynamic stability of a one-dimensional 

model of a multi-storey reinforced concrete frame building, i.e. columns with a 

system of concentrated masses under the action of gravity forces and time-varying 

axial forces, was carried out. At the initial moment, the column is removed from 

the state of rest with the help of a horizontal impulse applied to one of the masses. 

If the frequency of the longitudinal variable forces is equal to one of the  

frequencies of the natural transverse oscillations, then an unlimited increase in the 

amplitude of the oscillations is observed. Such a phenomenon (i.e. the growth of 

transverse oscillations under the action of longitudinal periodic forces) is called 

parametric resonance or loss of dynamic stability. 

The fifth section presents methods for solving dynamic problems for two-

dimensional models of reinforced concrete frame structures. The plane dynamic 

problem for an RC multi-span frame, which is a model of a multi-span frame 

structure under the influence of a system of variable horizontal and vertical forces, 

is investigated. 

As a result of applying the boundary element method proposed in the fourth 

section of the thesis as well as of using the rod rigid connection conditions, the 

equilibrium conditions of the boundary elements and the frame as a whole, taking 

into account the increments of inertia forces of concentrated masses, a system of 

equations for the unknown increments of the support reactions and moments is 

constructed at this calculation step. After finding the values of the unknown values 

of the increments of the support reactions and moments, the values of the 
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increments of displacements and stresses at the points of the frame are determined, 

and hence the values of the displacements and stresses by adding the increments to  

the values found at the previous steps. 

As an example, the berth No. 19 of the Izmail Sea Trade Port was designed 

for the seismic impact, presented in the form of an accelerogram. The frame base is 

given horizontal displacements, the accelerations of which change over time in 

accordance with the accelerogram. Further, using the Fourier transform algorithm, 

an accelerogram spectrum is constructed. The maximum value of the absolute 

value of the Fourier transform of the accelerogram is observed at the so-called 

predominant circular earthquake frequency of 11.26 s-1. If we neglect the 

longitudinal deformations of the rods, it turns out that the frame behaves as a 

system with one degree of freedom. In this case, the crossbar displacement is a 

generalized coordinate. As a result of using the boundary element method and the 

linear acceleration method, a motion graph has been constructed. With a working 

load mass equal to half of the crossbar mass, the frequency of free oscillations is 

equal to the prevailing earthquake frequency. In this case, the graph of motion of 

the crossbar is interrupted at t = 26 s. This is because at this moment tensile 

stresses in the cross section of one of the vertical rods exceed the tensile strength of 

the concrete, it means that the process of destruction begins. 

A similar method is proposed for solving plane quasi-static and dynamic 

problems for multi-storey multi-span frames that are models of multi-storey multi-

span frame structures. As an example, the dynamics of a two-story two-span 

reinforced concrete frame, caused by a pulse effect, is investigated. It is assumed 

that the loading of the frame takes place in two stages. At the first stage, a gradual 

increase in the mass of cargoes from zero to the specified values occurs. Then one 

of the concentrated masses is affected by the shock pulse. After the end of the 

action of the impulse, the frame with concentrated masses executes free 

oscillations. The presence of residual deformations is noticeable on the graphs of 

cargo motion. 
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In the sixth section, the method of solving spatial dynamic problems for 

reinforced concrete frame structures is constructed using the theory of plastic flow 

and the method of boundary elements. The construction is carried out in a series of 

stages. At the first stage, the construction of differential equations of the spatial 

bending of a reinforced concrete beam is carried out taking into account the 

physical and geometrical nonlinearities and plasticity of materials under complex 

loading. This construction is performed similarly to the case of plane bending. For 

the orientation of the basis associated with the cross section of the beam, the 

Krylov’s angles were chosen for a relatively fixed base. As a result of the use of 

boundary conditions on the edges of the beam, the Kirchhoff static hypothesis, as 

well as the correlation connecting the total moment of internal forces in the beam 

cross section with the total vector of these forces, a system of differential equations 

in the increments of the coordinates of the bent axis of the beam is constructed. 

Similarly to the case of plane bending, the matrix of fundamental solutions of the 

Cauchy problem for a system of differential equations, as well as matrices of the 

boundary element method for the spatial case, are also constructed. 

On the basis of the presented method, both quasi-static and dynamic 

problems are solved. The possibilities of the proposed method are demonstrated by 

the example of the dynamic analysis of the spatial oscillations of a two-stage 

reinforced concrete column. At the initial moment of time, two mutually 

perpendicular horizontal shock pulses are applied to the concentrated masses 

located on the column. After the impact of pulses, the column begins to perform 

free oscillations. Using the proposed method for each of the sections of the 

column, taking into account the conditions of their connection, graphs of changes 

in the coordinates of the loads, on which the accumulation of residual deformations 

is noticeable, are plotted. The spatial nonlinear dynamic problem for the reinforced 

concrete frame, which is the crossection of the spatial frame structure, is also 

considered. At some point in time, one of the masses located on it is affected by 

the horizontal shock sinusoidal pulse. The results of studies of free spatial 

oscillations of the frame caused by this effect are given. 
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ВСТУП 

Обгрунтування вибору теми дослідження. Інтенсивне будівництво 

висотних каркасних будинків і споруд вимагає вдосконалення методів їх 

статичного і динамічного розрахунку, що враховують все різноманіття 

чинників, які впливають на напружено-деформований стан. 

 Найбільш складним, і тому менш вивченим є динамічний розрахунок, 

який враховує цілий спектр різних впливів, найважливішими з яких є 

сейсмічні, ударні та вибухові. Забезпечення безпеки споруд при дії 

динамічних (зокрема сейсмічних) впливів відноситься в даний час до числа 

найбільш актуальних і важливих завдань державної політики в галузі 

національної безпеки. Ця проблема вивчалася Міжвідомчою комісією з 

питань науково-технологічної безпеки при Раді національної безпеки і 

оборони України, в результаті чого в квітні 2008 року нею був прийнятий 

документ «Про стан забезпечення сейсмічної безпеки та проблем розвитку 

сейсмостійкого будівництва в Україні». 

Будівельна галузь в Одесі розвивається дуже бурхливо, зводиться 

багато дорогих об'єктів, руйнування яких від динамічних впливів є 

серйозною економічною і соціальною втратою для міста, області та й країни 

в цілому. Результати впливу динамічних навантажень на будівлі та споруди, 

що фіксуються за останні десятиліття, свідчать, що сучасні норми і методи 

проектування не забезпечують достатньої надійності.  

Будівельні норми, розроблені останнім часом у багатьох країнах, 

допускають можливість роботи матеріалу конструкцій за межами пружності. 

Проектування споруд в розрахунку на те, що при сильних динамічних 

впливах конструкції будуть працювати тільки в пружній стадії, є економічно 

недоцільним, оскільки воно пов'язано з перевитратою матеріалів. При 

розрахунках передбачається нелінійна поведінка конструкцій, і навіть 

допускаються руйнування окремих елементів, які будуть компенсовані 

пластичними деформаціями інших елементів. Тому розрахунки конструкцій з 
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урахуванням пластичного і нелінійного поводження матеріалів вимагають 

застосування більш складних математичних моделей і теорій. 

В останні десятиліття почали застосовувати прямий динамічний 

розрахунок, заснований на наборі акселерограм з урахуванням нелінійної 

роботи і пластичних властивостей матеріалів. Діючі програмні комплекси з 

нелінійного динамічного розрахунку конструкцій засновані на методі 

скінчених елементів, який на кожному кроці розрахунку каркасних 

залізобетонних конструкцій при багатоциклових навантаженнях пов'язаний з 

необхідністю розв’язку алгебраїчних систем рівнянь дуже великої 

розмірності, що призводить до тимчасових витрат і нагромадження похибок. 

Для багатоповерхових залізобетонних каркасних будинків досі не 

реалізований динамічний розрахунок з урахуванням нелінійної поведінки 

матеріалів і виникнення залишкових деформацій при знакозмінних 

багатоциклових навантаженнях в умовах складного навантаження, що 

вимагає застосування асоційованого закону пластичної течії. Тому виникає 

необхідність в застосуванні альтернативних методів, наприклад, методів 

малого параметра та граничних елементів, для побудови яких необхідна 

наявність  диференціальних  рівнянь  згину залізобетонних балок з 

урахуванням фізичної та геометричної нелінійностей і пластичних 

деформацій. 

Отже, розробка сучасних наукових основ і методів розрахунку 

каркасних будівель і споруд на динамічні, в тому числі і на сейсмічні впливи, 

є актуальним завданням. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Тема дисертації і отримані результати відповідають актуальним 

напрямкам науково-технічної політики України відповідно до Постанови 

Кабінету Міністрів України №409 від 05.05.1997 року «Про забезпечення 

надійності і безпечної експлуатації будівель, споруд та мереж», а також до 

держбюджетних тем «Дослідження плоских і просторових задач статики і 

динаміки залізобетонних балок і рам з урахуванням геометричної та фізичної 
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нелінійностей і пластичності матеріалів» (номер державної реєстрації 0116 U 

003196) і №119 «Розвиток чисельно-аналітичного методу граничних 

елементів для моделювання та розрахунку стержневих, пластинчастих і 

оболонкових конструкцій» на кафедрах теоретичної механіки і будівельної 

механіки Одеської державної академії будівництва та архітектури (номер 

державної реєстрації - 0117 U 000484). 

Мета і задачі досліджень. 

Метою дисертаційної роботи є розробка на базі основних ідей методів                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

малого параметра і методу граничних елементів методу розрахунку 

залізобетонних каркасних будівель на квазістатичні і динамічні (зокрема 

сейсмічні) впливи з урахуванням геометричної нелінійності конструкцій і 

фізичної нелінійності матеріалів, а також виникнення залишкових 

деформацій. 

Для досягнення цієї мети були вирішені наступні задачі: 

  1. Розробити метод дослідження згину одновимірних моделей 

залізобетонних каркасних будівель з урахуванням геометричної нелінійності 

конструкції і фізичної нелінійності матеріалів із застосуванням методу 

малого параметра в разі малої нелінійної залежності між напруженнями і 

деформаціями. 

2. Провести подальший розвиток розробленого методу дослідження 

згину одновимірних моделей залізобетонних каркасних будівель з 

урахуванням геометричної нелінійності конструкції і фізичної нелінійності 

матеріалів для застосування його у випадках великої нелінійної залежності 

між напруженнями і деформаціями. 

 3. Розробити метод побудови диференціальних рівнянь нелінійного 

пружнопластичного згину плоских моделей залізобетонних каркасних 

будівель в разі складного навантаження на основі теорії пластичної течії Р. 

Мізеса.  

4. На основі побудованих діфференціальноих рівнянь отримати 

подальший розвиток метод граничних елементів для розв'язання плоских 
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нелінійних пружнопластичних задач статики і динаміки плоских моделей 

залізобетонних каркасних будівель. 

5. За допомогою модифікованого методу граничних елементів провести 

дослідження плоских задач динаміки багатопрольотних і багатоповерхових 

каркасних споруд при складному навантаженні. 

6. Розробити метод побудови диференціальних рівнянь просторового 

нелінійного пружнопластичного згину залізобетонних каркасних будівель і 

споруд при складному навантаженні. 

7. Провести дослідження просторових нелінійних квазистатичних і 

динамічних задач для просторових моделей залізобетонних каркасних 

будівель на основі методу граничних елементів. 

Об'єкт дослідження - залізобетонні каркасні будівлі та споруди, що 

знаходяться під динамічними впливами. 

Предмет дослідження - розрахункові динамічні моделі напружено-

деформованого стану залізобетонних каркасних будівель і споруд з 

урахуванням геометричної нелінійності конструкцій і фізичної нелінійності і 

пластичних властивостей матеріалів. 

Методи досліджень. У процесі досліджень були використані 

наступні методи: 

• побудова на основі теорії скінченних деформацій з 

використанням деформаційної теорії пластичності і методу малого 

параметра нелінійних диференціальних рівнянь для вирішення 

квазістатичних і динамічних задач згину елементів залізобетонних 

каркасних будівель з урахуванням фізичної та геометричної 

нелінійностей і пластичних властивостей бетону; 

• побудова на основі теорії Мізеса пластичної течії зі зміцненням 

на основі асоційованого закону пластичної течії диференціальних 

рівнянь приростів прогинів при згині елементів залізобетонних 

каркасних будівель в залежності від приростів навантаження; 
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• застосування вказаних рівнянь для побудови матриць, необхідних 

для створення алгоритму методу граничних елементів при розрахунках 

залізобетонних каркасних будівель з урахуванням зазначених вище 

нелінійностей і властивостей матеріалів; 

• використання створеного алгоритму при покроковому вирішенні 

як квазістатичних, так і динамічних задач, з використанням методу 

лінійного прискорення Ньюмарка при вирішенні динамічних задач;  

• для реалізації запропонованого алгоритму розроблено комплекс 

програм на мові програмування Maple. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає в наступному: 

1. Вперше для вирішення нелінійних пружнопластичних 

квазістатичних і динамічних задач для одновимірних моделей залізобетонних 

каркасних будівель у випадках малої нелінійності матеріалів розроблено 

метод, заснований на методі малого параметра. 

2. Розроблений метод поширено на рішення нелінійних 

пружнопластичних динамічних задач для одновимірних моделей 

залізобетонних каркасних будівель у випадках великої нелінійності 

матеріалів. 

3. Розроблено метод побудови диференціальних рівнянь нелінійного 

пружнопластичного згину плоских моделей залізобетонних каркасних 

будівель з використанням теорії пластичної течії Р. Мізеса. 

4. Одержав подальший розвиток метод граничних елементів для 

використання його при вирішенні нелінійних пружнопластичних задач 

статики і динаміки плоских моделей залізобетонних каркасних будівель. 

5. Вперше за допомогою модифікованого методу граничних елементів 

проведено дослідження нелінійних пружнопластичних статичних та 

динамічних задач для багатоповерхових багатопрольотних каркасних 

будівель. 

6. Розроблено метод побудови диференціальних рівнянь просторового 

пружнопластичниого згину елементів залізобетонних каркасних будівель і 
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споруд. 

7. Отримав подальший розвиток метод граничних елементів для 

дослідження статичних і динамічних нелінійних пружнопластичних задач 

для просторових моделей залізобетонних каркасних будівель. 

Практичне значення отриманих результатів. 

В результаті виконаних досліджень вирішена важлива науково-технічна 

проблема − розроблені нові методи і моделі розрахунку залізобетонних 

каркасних будівель і споруд при динамічних впливах, підвищення точності 

результатів розрахунків будівельних конструкцій, зменшення витрат 

комп'ютерних ресурсів шляхом застосування нових математичних моделей і 

науково обгрунтованих методик. 

Розроблені методи можуть бути використані 

1) при розрахунках і конструюванні морських і річкових причалів на 

хвильові і сейсмічні впливи; 

2) при проектуванні і розрахунках висотних будівель в сейсмічно 

небезпечних районах; 

3) при науково-технічному супроводі об'єктів підвищеної 

відповідальності при розрахунках на сейсмічні впливи. 

Всі розроблені алгоритми можуть бути реалізовані в легкодоступних 

для широкого кола проектувальників програмах без залучення дорогих і 

складних спеціальних комплексів. 

Результати досліджень по дисертаційній роботі в проектну практику 

ДП «НДІБК» (м.Київ), ТОВ «Стальпроект-АБ» (м.Одеса) та НДЦ «Екобуд» 

(м.Одеса) при виконанні розрахунків каркасних будівель на сейсмічні 

впливи, а також впроваджені в навчальний процес Одеської державної 

академії будівництва та архітектури при проведенні лекційних та практичних 

занять для магістрів з дисциплін «Будівельна механіка» і «Залізобетонні 

конструкції»,  

Особистий внесок здобувача. Дисертаційна робота є результатом 

особистого наукового дослідження. Основні положення і висновки є науково 
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обґрунтованими, розроблені особисто автором. У дослідженнях, виконаних і 

опублікованих разом зі співавторами, особистий внесок здобувача полягає в 

постановці завдань, науковому обґрунтуванні та безпосередній участі в їх 

реалізації. 

Апробація результатів дисертації.  Основні результати дисертаційної 

роботи доповідалися і отримали позитивну оцінку на конференціях і 

семінарах: 

1. Міжнародна науково-технічна конференція «Структуроутворення, 

міцність і механіка руйнування композиційних будівельних матеріалів і 

конструкцій», присв. 70-річчя з дня народження д.т.н., проф. В.С. Дорофєєва, 

Одеса, 20-21 вересня 2012 р. 

2. Міжнародна науково-технічна конференція «Проблеми теорії і 

практики будівельних конструкцій», присв. 100-річчя від дня нар. 

д.т.н., проф. І.Є. Прокоповича, Одеса, 15-17 квітня 2013 р. 

3. Міжнародна науково-технічна конференція «Гідротехнічне і 

транспортне будівництво », Одеса, 3-6 липня 2015 р. 

4. Десята ювілейна всеукраїнська науково-технічна конференція 

«Будівництво в сейсмічних районах України», Одеса, 14-18 вересня 2015 р. 

5. Третя міжнародна конференція «Актуальні проблеми інженерної 

механіки », Одеса-Київ, 10-14 травня 2016 р. 

6. Міжнародна науково-технічна конференція «Проблеми теорії та 

практики сейсмостійкого будівництва », присв. 90-річчю від дня нар. д.т.н., 

проф. В.К. Єгупова, Одеса, 25-29 жовтня 2016 р. 

7. Четверта міжнародна конференція «Актуальні проблеми інженерної 

механіки », Одеса, 16-19 травня 2017 р. 

8.  Міжнародна науково-практична конференція «Проблеми збереження 

архітектурної спадщини півдня України», присвяченої пам’яті академіка В.А. 

Лісенка (1937-2016) Одеса, 18 – 19 травня 2017 р. 
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9.  74-а науково-технічна конференція профессорсько-викладацького 

складу Одеської державної академії будівництва та архітектури 17-18 травня 

2018 року. 

10.  6th International Congress on Technology-Engineering and Science, 

Kuala Lumpur.-Malaysia, July 19-20, 2018. 

Публікації. Основні положення дисертаційної роботи опубліковані в 

44 роботах, з яких 25 статей у фахових спеціалізованих виданнях України, 

три з яких у виданнях, що індексуються базою Index Copernicus, 5 статей у 

наукових періодичних виданнях інших держав, одна з яких у індексується 

базою Scopus, 7 тез доповідей у збірниках наукових конференцій, а також 7 

статей, що додатково відображають результати роботи. 

Структура і обсяг дисертації. Дисертація складається зі вступу, шести 

розділів, основних висновків, списку використаних джерел (344 

найменування) і додатків. Робота викладена на 380 сторінках, в тому числі 

278 сторінок основного тексту, 37 сторінок списку використаних джерел, 39 

сторінок додатків, містить 112 рисунків. 
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РОЗДІЛ 1. ОГЛЯД РОЗВИТКУ ДИНАМІЧНИХ МЕТОДІВ 

РОЗРАХУНКУ І РОЗРАХУНКОВИХ МОДЕЛЕЙ СПОРУД. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ.  

 
1.1 Динамічні впливи на споруди 

Динамічний розрахунок споруд проводиться на наступні типи впливів: 

а) навантаження, викликані роботою стаціонарного обладнання 

[203,210,258]; 

б) навантаження від рухомого підйомно-транспортного устаткування 

[18,49,113, 194,210]; 

в) навантаження від наземного, підземного і повітряного транспорту 

[35,47,83,84,113, 258,259]; 

г) навантаження від вітрового впливу [17,49]; 

д) навантаження від впливу хвиль (для гідротехнічних споруд) [51-54, 

56,205]; 

є) ударні і вибухові впливи [1,21,38,45,46,116,175,183,193,194,259,326]; 

ж) сейсмічні  впливи    [1,5,12,22,29,35-37,44,45,48,60,65,68,70,71,74-

77,101,102,104,114,119-125,140,132,142,149,150,152,173,178,181,185,186,189, 

208, 254–257,267-278,284 – 288,291-298,302-319,325-327,330,332-344]. 

Слід зазначити, що найбільш руйнівними для споруд з’яляються 

сейсмічні, ударні та вибухові впливи. 

Аналізу впливів сильних землетрусів на будівельні (зокрема, 

залізобетонні) конструкції присвячена велика кількість робіт [2-6, 

43,64,65,71,86,87,90–92,97,98,103,104,127–130,144,146,168,169,171,172,176, 

177,179-181,188,189,209,309],. У них проводиться глибокий і ретельний 
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аналіз характеру руйнувань, а також причин, що призвели до цих руйнувань. 

Під час землетрусу 13.03.1992 р в Східній Туреччині в м Ерзінджан були 

пошкоджені близько 15 тисяч будівель, понад 4 тисячі були повністю 

зруйновані або отримали дуже великі руйнування. Накопичення непружних 

деформацій і локальних руйнувань призвело до збільшення періодів власних 

коливань конструкцій і до деградації міцності бетону в колонах. 

Залізобетонні каркасні будівлі відносяться до особливо вразливих 

конструкцій при землетрусах [86,257]. В якості однієї з основних причин 

руйнувань каркасних будівель вказується наявність длінноперіодних 

складових прискорень ґрунту, які виявилися близькими власним частотам 

коливань конструкцій внаслідок збільшення періодів власних коливань. В 

результаті виникли великі нелінійні горизонтальні переміщення і перекоси 

поверхів будівель. 

Довгоперіодні складові прискорень ґрунту в діапазоні від 1 с до 2,5 с 

були присутні також в землетрусі 17.08.99 р і 12.11.99 р. в Туреччині. В 

результаті було зруйновано понад 20 тисяч будівель, більшість з яких 

представляли собою залізобетонні каркасні конструкції.  

Аналогічні явища спостерігалися в 1988 р в Вірменії. Під час землетрусу 

були повністю зруйновані залізобетонні каркасні будівлі серії 111. При 

цьому великопанельні збірні житлові будівлі отримали незначні 

пошкодження. Початкові періоди основного тону власних коливань 

каркасних будівель серії 111 дорівнювали приблизно 0,55 - 0,6 с. Під час 

землетрусу ці періоди при багатоциклових коливаннях будівель 

збільшувалися, що і призвело до катастрофічних руйнувань. 

До числа додаткових причин руйнувань будівель серії 111 під час 

Спитакского землетрусу можна віднести порівняно велику тривалість 

коливань (більше 1 хвилини). 

На руйнування каркасних будівель вплинули також великі вертикальні 

навантаження від власної ваги конструкцій. Зусилля, викликані цими діями, в 

поєднанні з вертикальної складової сейсмічних прискорень привели до 
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крихких руйнувань колон. Виникнення параметричних резонансів при цьому 

також вплинуло на характер і ступінь руйнувань. 

Цілком доречною видається тут цитата з монографії Н. Ньюмарка і 

Е.Розенблюета [152]: «Землетруси систематично виявляють помилки, 

допущені при проектуванні і будівництві - навіть самі незначні помилки; ця 

особливість сейсмостійкого будівництва підкреслює труднощі і привабливі 

сторони рішення його проблем, а також його загальноосвітнє значення, що 

виходить за межі безпосереднього використання результатів досліджень». 

Поблизу Одеської області розташований одна з ділянок активного 

пояса Землі, що є зоною зчленування древніх платформних плит з тонкою 

корою Чорноморської западини. У цих зонах, як правило, відбуваються часті 

дрібні сейсмічні події, проте можуть виникати рідкісні, але досить потужні і 

високочастотні, а, отже, дуже небезпечні, землетруси. 

Дослідження українських вчених свідчать про те, що сейсмічна 

небезпека в Одеському регіоні істотно занижена. Досить висока ймовірність 

виникнення землетрусів з інтенсивністю 7 балів. У зв'язку з наявністю 

великих підземних виробок, з різким підйомом ґрунтових вод небезпека 

землетрусів ще більш зростає. 

Близько одинадцяти мільйонів чоловік (понад 20 відсотків населення 

України) проживають в сейсмічно небезпечних зонах з інтенсивністю від 6 

до 9 балів: Закарпатська (7 б.), Чернівецька (6-7 б.), Львівська (6 б.), 

Тернопільська (6 б.), Хмельницька (6 б.), Вінницька (6 б.), Кіровоградська (6 

б.), Одеська (6-9 б.) області відносяться до таких небезпечних регіонів. 

Відповідно до даних, наведених на нових картах сейсмічного 

районування території України ЗСР-2004, сейсмічна небезпека в ряді районів 

країни насправді вище, ніж було позначено на попередніх нормативних 

картах СР-78 і СР-68. Виходячи з цього, можна констатувати, що частина 

будівель і споруд в сейсмічно небезпечних районах можуть виявитися 

недостатньо сейсмостійкими. 
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Міжвідомча комісія з питань науково-технологічної безпеки при Раді 

національної безпеки і оборони України, 3 квітня 2008 р. прийняла рішення 

«Про стан забезпечення сейсмічної безпеки та проблем розвитку 

сейсмостійкого будівництва в Україні». 

Слід визнати, що існує нагальна потреба у підвищенні надійності 

систем життєзабезпечення населення країни і зниження ризиків виникнення 

надзвичайних ситуацій при сейсмічних впливах. Розрахункові параметри 

сейсмічної небезпеки з урахуванням місцевих сейсмічних умов повинні бути 

істотно уточнені. 

На фоні різкого стрибка сейсмічності узбережжя здійснюється 

освоєння шельфу Чорного моря, створення екологічно небезпечних 

виробництв - нафтотерминалів і нафтопроводів, що вимагає нагального 

забезпечення надійності морських споруд при впливі землетрусів і морських 

хвиль. 

 

1.2  Основні етапи розвитку методів розрахунку споруд на 

сейсмічні впливи 

Вперше спроба провести аналіз поведінки будівель під час землетрусу і 

створити на основі цього аналізу метод розрахунку і проектування споруд 

була проведена японським вченим Оморі в 1900 році. У цій теорії 

постулювалось, що будівля являє собою абсолютно тверде тіло, жорстко 

закріплене в грунт і рухається разом з переміщенням верхнього шару грунту. 

При цьому передбачалося, що споруда не робить обертальних рухів, тобто 

рухається тільки поступально. Звідси випливає, що прискорення будь-якої 

точки конструкції дорівнює прискоренню грунту. Якщо максимальне 

прискорення ґрунту max,0a , то значення максимальної сили інерції будь-якого 

елементу конструкції з вагою Q дорівнює 

                                                QkQ
g

a
S c== max,0 .                                   (1.1) 
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Тут ck  - сейсмічний коефіцієнт, що залежить від рівня сейсмічності 

району. Таким чином, знання значення максимального прискорення ґрунту     

давало можливість отримати наближену оцінку сейсмічних сил, що діють на 

елементи конструкції, тобто зробити перевірку міцності споруди. При цьому 

ці сили передбачалися доданими статично, що визначило назву теорії - 

статична. 

Постулат про недеформіруємість споруд, покладений в основу статичної 

теорії, виправдовує себе тільки для дуже жорстких конструкцій, деформації 

яких нехтовно малі в порівнянні з переміщеннями підстави. Для висотних 

будівель, поперечні деформації яких досить великі, теорія Оморі не 

дозволяла отримувати достовірні результати. Досвід дослідження результатів 

подальших землетрусів виявив недоліки статичної теорії.  

Вперше розглядати будівлю як пружне тіло, що деформується, при 

визначенні сейсмічних навантажень спробував японський вчений Мононобе 

в 1921 р. [305] Передбачалося при цьому, що підстава конструкції робить 

коливання за синусоїдальним законом 

ptyty sin)( max00 = . 

 Конструкція моделювалася стержнем, коефіцієнт жорсткості якого по 

відношенню до зосередженої маси m, розташованої на його кінці, дорівнює 

К. Диференціальне рівняння коливань вантажу без урахування сил опору має 

наступний вигляд: 

                                            )()()( 0 tymtKytym  −=+ .                                 (1.2) 

Тут )(ty - зміщення маси щодо підстави, а )(0 ty - зсув підстави стержня 

відносно нерухомої системи координат. 

Сейсмічна сила, що діє на конструкцію, визначається за формулою:   

                                           )]()([)( 0 tytymtS  += .                                    (1.3) 

Якщо враховувати тільки вимушені коливання (частота яких збігається з 

частотою підстави споруди), то для максимального значення сейсмічної сили  

має місце рівність: 
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                                                    QkS c1max β= ,                                         (1.4) 

де  Q − вага споруди, 
g

ykc
max0= − коефіцієнт сейсмічності, β1 − динамічний  

коефіцієнт: 

                                                    )1/(1 2
0

2

1 T
T

−=β ,                                        (1.5) 

де  
p

T π
=

2 − період коливань підстави, 
k
mT π= 20 − період власних коливань 

конструкції. Теорія визначення сейсмічних навантажень, запропонована 

Мононобе, отримала назву динамічної. 

Таким чином, максимальне сейсмічне навантаження залежить не тільки 

від амплітуди прискорення основи, але і від динамічних параметрів самої 

споруди. Звідси випливає проблема визначення таких параметрів споруди, 

які надали б сейсмічному навантаженню мінімальне значення. 

Для жорстких будівель T<<T0 і тому динамічний коефіцієнт β1 є 

близьким до одиниці. Якщо період власних коливань є близьким до Т, то 

коефіцієнт β1 набагато більше одиниці і при 0TT →   динамічний коефіцієнт 

може приймати як завгодно велике значення. Такий результат пояснюється 

недосконалістю прийнятої моделі споруди. Необхідно врахувати загасаючий 

характер коливань грунту і дисипації енергії в самій споруді. Крім того, в 

теорії Мононобе не враховувався виникнення вільних коливань, які 

накладаються на вимушені і створюють посилений спільний ефект. Це 

підтверджується руйнівним ефектом афтершоків, коли вільні коливання, 

викликані першим поштовхом, ще не встигають згаснути. 

 У 1927 р. радянський вчений К.С. Заврієв [76,77] удосконалив 

динамічну теорію Мононобе, в якій враховувалися тільки сталі коливання, 

запропонувавши прийняти в розгляд також перехідні процеси. Для цього 

пропонувалося для руху підстави прийняти косинусоідальний закон 

                                            ptyty cos)( max00 = ,                                         (1.6) 

що дозволяє врахувати раптовий характер початку сейсмічного впливу. Якщо 
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 не враховувати сили опору, то запропонована теорія дає такий вираз для 

сейсмічної сили:                                                 

                                                       QkS c2max β= ,                                               (1.7) 

де  динамічний коефіцієнт 2β  обчислюється за формулою  

                                                     )1/(2 2
0

2

2 T
T

−=β .                                             (1.8) 

Для жорстких споруд (тобто. при Т = 0) 

                                                QkS c2max = ,                                                (1.9) 

тобто динамічний коефіцієнт враховує дію раптово прикладеного 

навантаження. 

Максимальні величини сейсмічних навантажень, отримані за формулою 

Мононобе в два рази менше величин, отриманих за формулою Завріева. 

Таким чином, робота К.С. Завріева [76] предcтавляє собою подальший 

розвиток динамічної теорії Мононобе. 

На закінчення слід зауважити, що основною відмінністю і перевагою 

динамічної теорії є можливість шляхом зміни динамічних характеристик 

конструкції впливати на величини сейсмічних сил. Динамічна теорія була 

істотним кроком вперед в розвитку теорії сейсмостійкості споруд, однак 

через обмеженість інформації про дійсний характер руху грунту обмежилася 

схематичним поданням його у вигляді гармонійного коливання.  

Насправді реальні коливання грунту під час землетрусу мають набагато 

більш складний характер. Наступним етапом у розвитку теорії 

сейсмостійкості стала спектральна теорія, завдяки якій динамічна теорія була 

істотно вдосконалена шляхом введення спектральних функцій, що описують 

залежності максимальних прискорень, швидкостей і переміщень лінійного 

осцилятора від періоду його власних коливань. 

У 1934 році М. Біо [271,272] запропонував метод визначення сейсмічних 

сил по інструментальних записах коливань поверхні грунту при землетрусах. 

Цей метод дозволяв, виходячи з інструментального запису землетрусу, 

побудувати аналітичний вираз для величини сейсмічної сили, що діє на 
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конструкцію з одним ступенем свободи. В якості розрахункової 

характеристики інтенсивності землетрусу М. Біо запропонував 

використовувати спектральну функцію сейсмічних прискорень, визначаючи 

динамічний ефект на моделях. Для цього ряд маятників з різними періодами 

власних коливань встановлювався на платформі, якій придавався рух, 

ідентичний руху поверхні грунту під час землетрусу. Залежність між 

максимальними прискореннями маятників і їх періодами носить назву 

спектральної функції прискорень (або скорочено спектра прискорень) під час 

землетрусу, а, будучи представленою графічно на кресленні, називається 

спектральної кривою. 

Необхідність обліку дисипації енергії при дослідженні коливань 

стимулювала поява наступного етапу в розвитку теорії сейсмостійкості 

споруд. У роботах американського вченого Г. Хаузнера [254] показано 

великий вплив загасання коливань на величини сейсмічних сил. У 

найпростішому випадку системи з одним ступенем свободи урахування 

загасання проводиться відповідно до гіпотезою Фойгта: 

                                                     )(tyRc γ=                                              (1.10) 

(γ − коефіцієнт опору). 

Диференціальне рівняння коливань в цьому випадку виглядає так: 

                                   )()()(2)( 0
2 tytytyty  −=ω+ε+ ,                             (1.11) 

где m2/γ=ε  − коефіціент загасання. 

Використовуючи інтеграл Дюамеля, сейсмічну силу, діючу на 

конструкцію з одним ступенем свободи, можна записати в такий спосіб: 

                         ττ−
π

τ
π

−= τ−ε−∫ dt
T

ey
T

mtS t
t

)(2sin)(2)( )(

0
0 .                     (1.12) 

З (1.12) випливає, що 

                                                 )(max TC
g
QS w= ,                                       (1.13) 

де  ττ−
π

τ
π

=εε= τ−ε−∫ dt
T

ey
T

TtWTtWTC t
t

tw )(2sin)(2),,(|,),,(|max)( )(

0
0 . 
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У нормах )(TCw  представлено наступним чином:  

                                             )()( TgkTС cW β= ,                                       (1.14)  

де )(Tβ − коефіцієнт динамічності, завдяки чому формула (1.13) може бути 

записана у вигляді, аналогічному (1.4): 

                                              QkTS c)(max β= .                                        (1.13а) 

Для коефіцієнта динамічності )(Tβ  прийнято такий вираз: 

                         TT /1)( =β , але не більш 3 і не менш 0,8. 

Подальший розвиток спектральної теорії пов'язаний з поширенням її на 

одновимірні, двовимірні і тривимірні пружні системи із скінченним числом 

ступенів свободи [22,44,45,61–63,66-77,93,101,114,118,145, 149,150,154,173, 

178,185,186,208, 275,278, 287, 296,313]. 

1.3 Розрахункові моделі споруд 

Розглянемо ряд моделей споруд, що застосовуються при динамічних 

розрахунках. 

Одновимірна (консольна) модель (рис. 1.1). Ця модель розроблена на 

основі застосування спеціальної процедури "стискання" споруди по ширині і 

довжині. Найпростіша модель такого типу для будівель і споруд – консольна 

являє собою колону, жорстко закріплену в грунті, на якій  

 
Рис. 1.1  Одновимірна пружна динамічна модель 
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розташована система зосереджених мас. У нормах СРСР (СНіП11-7-81* 

редакція 1991р.) та інших країн ця модель була прийнята в якості основної 

при визначення частот і форм власних коливань конструкйій, а також для 

формування сейсмічних навантажень. Слід зауважити, що при цьому 

процедура стискання моделі не була обумовлена тими чи іншими чіткими 

правилами, що призвело до того, що в різних конкретних випадках 

процедура моделювання призводила до моделей з різними параметрами. 

 
Рис. 1.2  Деформація одновимірної пружної системи із скінченним 

числом ступенів свободи 

 

Система диференціальних рівнянь коливань системи матеріальних точок mk 

(k= 1,2,…,n) одновимірної руної системи без урахування сил опору в 

матричному вигляді записується так:   

                                                      0y MKyyM −=+ .                                        (1.15) 

Тут М - матриця мас, K - матриця жорсткостей пружної системи.  Кругові 

частоти вільних коливань пружної системи ),...,2,1( nii =ω ,  амплітудні 

вектори цих коливань ],...,,[ ,,2,1 inii YYY=iY  визначаються з рівностей 

                                         ),...,2,1(02 nii ==ω− ii MYKY . 

Потім амплітудні вектори нормуються. 
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Переміщення   матеріальних  точок   (зосереджених   мас)  можуть  бути 

представлені так:   

                                   ),...,2,1()()(
1

, nktqYty
n

i
iikk ==∑

=
.                          (1.16)  

Тут   ),...,2,1()( nitqi = − узагальнені координати. У матричному вигляді 

рівності (1.16) записуються так: 

                                                       Vqy = .                                                (1.17) 

Тут V − матриця нормованих амплітудних векторів: ikik YV ,, =  (k,i = 1,2,…,n), 

q − вектор узагальнених координат. Після підстановки (1.17) в (1.15) і 

множення зліва на транспоновану матрицю нормованих амплітудних 

векторів VT
  рівність (1.15) приймає наступний вигляд: 

                                                      QqKqM ˆˆˆ −=+ ,                                       (1.18) 

M̂ − діагональна матриця узагальнених мас:  
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Рівність (1.18) еквівалентна системі скалярних рівностей 
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                                        ),...,2,1(2 ni
M
Qqq

i

i
iii =−=ω+ .                          (1.19) 

При урахуванні сил опору рівняння руху зосереджених мас виглядають 

наступним чином:      

                                              0y MKyyCyM −=++ ,                                (1.20) 

де С − матриця демпфірування коливань. За пропозицією Релея вона може 

бути представлена так: 

MKC 21 β+β= . 

Тоді рівняння (1.20) приймають такий вигляд: 

                                         0)( y MKyyMKyM 21 −=+β+β+ . 

З використанням перетворень, представлених вище, ця система 

приводиться до системи незалежних диференціальних рівнянь 

                 ),...,2,1()( 0
2

2
2

1 niyDqqq iiiiii =−=ω+β+ωβ+  .          (1.21) 

Тут ∑∑
==

=
n

j
ijj

n

j
ijji YmYmD

1

2

1
/ . Рішення i-го рівняння (1.21) при нульових 

початкових умовах записується так: 

                            ∫ ττ−ω
ω

−= τ−ε−
t

i
t

i

i
i dtetyDtq i

0

)(
0 )(sin)()(  , 

де )(
2
1

2
2

1 β+ωβ=ε ii . Інерційна сейсмічна сила, що діє на точку ТK при 

коливаннях по i-й формі визначається за формулою  

∫ ττ−ωω−= τ−ε−
t

i
t

iikikik dtetyDYmtS i

0

)(
0 )(sin)()(  . 

Тоді 

                                        )()( max iWik
k

ik TC
g

QS η= ,                                   (1.22) 

де ikiik DY=η . Відповідно (1.14)  

                                                   kikicik QkS ηβ=max)( ,                                      (1.23)  

 Двовимірна  (плоска)  рамна  модель (рис. 1.3). Такого  типу модель  
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виникає   в   результаті  застосування   операції  математичного   "стискання"  

 
     Рис. 1.3   Двовимірна рамна модель 

 

по ширині. Сама процедура "стискання" абсолютно аналогічна 

застосовуваної при побудові одновимірної моделі. В результаті виходить 

модель, що представляє собою плоску перехресну систему, що складається з 

вертикальних і горизонтальних стержнів. Вертикальні стержні моделюють 

поперечники, а горизонтальні - перекриття будівлі. Двовимірна модель 

дозволяє врахувати наступні динамічні ефекти: повороти будівлі, деформації 

перекриття в плані, зміну параметрів поля коливань по довжині споруди, а 

також інші явища, пов'язані з довжиною споруди. 

Тривимірна (просторова) рамна модель (рис. 1.4).  Очевидно, що така 

що така модель найбільш близька до реальних конструкцій. Вона являє 

собою систему пов'язаних скінченних елементів у вигляді стержнів і пластин. 

Застосування тривимірних моделей є найбільш прогресивним напрямком 

серед сучасних  методів  розрахунку  будівельних  конструкцій  [66-73].  Слід 

зауважити однак, що використання таких моделей пов'язане з витратами 

великої кількості часу на підготовку вихідних даних, формування 

розрахункової моделі і призводить до вирішення систем рівнянь дуже 

великої розмірності. Крім того, як відначено у [125], не вирішені повністю 

проблеми, пов'язані з накопиченням похибок і стійкістю обчислювального 

алгоритму. 
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Рис. 1.4  Тривимірна рамна модель 

 

Останнім часом змінилася технологія зведення будівельних споруд, що 

призвело до істотної зміни конструкції і архітектурної форми. Використання 

розрахункових сейсмічних навантажень, які були прийняті при розрахунках 

конструкцій за класичними методами, при проектуванні нових типів будівель 

і споруд призводять до серйозних помилок, так як нові будівлі не мають тієї 

регулярності форм і резервів сейсмостійкості, які характерні для старих 

класичних зразків. Свого часу при підготовці норм СН-8-57 відомий вчений 

І.Л. Корчинський враховував катастрофічні наслідки Ашхабадського 

землетрусу. В якості одного з нововведень він пропонував збільшити 

максимум динамічного коефіцієнта до трьох, що викликало заперечення 

багатьох фахівців. Мабуть, причина полягала в тому, що розрахунки І.Л. 

Корчінского були орієнтовані на цегляні будівлі старого спорудження. У 

багатьох країнах норми з проектування сейсмостійких споруд з’являють 

собою деякий набір емпіричних формул для визначення сейсмічних сил на 

будівлю і його елементи, які дають більш-менш прийнятні результати при 

урахуванні землетрусів силою до 7 балів. Перехід до нелінійних просторових 

розрахункових моделей не вирішує всіх проблем, але, цілком очевидно, що 
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розвиток в цьому напрямку необхідний. Дослідження поведінки конструкцій 

під час землетрусів свідчить про просторовий і нелінійний характер 

деформування конструкцій навіть в тих випадках, коли ці конструкції мають 

регулярну структуру і мають симетрію жорсткостей і мас. 

Просторові моделі споруд дають можливість враховувати зміну 

пружних і пластичних властивостей земної поверхні по довжині і ширині 

споруди. В іншому випадку динамічні ступені свободи не будуть повністю 

задіяні, що призводить до обнулення сейсмічних сил при крутильних і 

згинальних в плані коливаннях каркасних будівель з рамною 

конструктивною схемою. Аналогічні висновки можуть бути зроблені і по 

відношенню до інших споруд [142,145,191,334-340,342-344]. 

З приводу недоліків консольної розрахункової моделі відомий фахівець 

в області сейсмостійкості А.Г.Назаров [137] зробив таке зауваження: 

"Розрахунок будівлі на сейсмостійкість по суті зведений до розрахунку 

деякого еквівалентного бруса з урахуванням деформацій згину і зсуву. Для  

забезпечення роботи будівлі як бруса необхідно, щоб він був досить 

жорстким у плані і забезпечував недеформованість поперечного перерізу. 

Для цього потрібні можливо менші розміри відсіків, потрібна досить 

розвинена мережа внутрішніх поперечних і поздовжніх стін. Необхідно 

забезпечення достатньої зв'язку цих стін між собою. Міжповерхові 

перекриття повинні представляти собою жорсткі поперечні діафрагми. Ці 

діафрагми повинні бути пов'язані зі стінами. Вкрай бажана розстановка 

антисейсмічних поясів. Словом, потрібно ряд істотних конструктивних 

обмежень для того, щоб будівля могла б з відомим наближенням 

розглядатися як брус з жорстким  незмінним перерізом. Для того, щоб 

розрахувати будівлю необхідно на нього накласти ряд конструктивних 

обмежень для наближення його до розрахункової схеми бруса." 

Про недоліки консольної моделі можна навести думку і інших відомих 

фахівців в області динаміки споруд Н.А.Ніколаенко і Ю.П.Назарова [150]: 

«Принципово одновимірні моделі не придатні для дослідження комплек- 
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су питань про просторової роботі споруд при будь-яких видах  збурень 

(одновимірних або багатовимірних). 

Максимальне сейсмічне прискорення, на яке треба розраховувати 

спорудження, залежить від довжини хвилі або розміру споруди в плані. Чим 

більше довжина хвилі, тим менше максимальне прискорення, тобто з ростом 

довжини хвилі або розмірів споруди в плані (жорстких фундаментів) 

розрахункове прискорення зменшується. Викладена обставина ніяк не може 

бути врахована в рамках одновимірної моделі.» 

 

1.4. Основи теорії пластичности матеріалів 

У ряді робіт А.В. Гришина, С.Ф. Клованича і їх учнів [51-55,94-96] 

розглянуті статичні і динамічні задачі для масивних залізобетонних споруд з  

урахуванням нелінійно-пружних і пластичних властивостей бетону і 

запропоновані їх вирішення на основі МСЕ. 

Найпростішим варіантом теорії пластичності матеріалів є 

деформаційна [94,100]. Ця теорія є розвитком теорії малих 

пружнопластичних деформацій А.А. Іллюшина [85]. Найбільш 

обґрунтованою і загальною стосовно бетону вважається теорія Г.А. Генієва 

[41]. Метою всіх деформаційних теорій є побудова нелінійних залежностей 

між компонентами векторів напружень σ = [σx σy σz τxy τyz τxz] и деформацій  ε 

= [εx εy εz γxy γyz γxz]: 

                                                            σ = Dε,                                                   (1.24) 

де D − матриця механічних характеристик, що залежить від досягнутого 

рівня напружень і деформацій. 

При визначенні компонент матриці прийняті наступні допущення: 

1. матеріал є однорідним і ізотропним, 

2. зв'язок між октаедричними напруженнями τ0 і зсувами має наступний 

вигляд: 

                                                          000 )( γγ=τ G ,                                           (1.25) 

( )( 0γG − січний модуль зсуву), 
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3. зв'язок між октаедричними нормальними напруженнями і об'ємними 

деформаціями такий [96]: 

                                                  ))(( 2
0000 ργ−εγ=σ K                                     (1.26) 

 

(другий доданок в дужках обумовлений дилатацією, ρ - модуль дилатації, 

)( 0γK  - січний модуль об'ємних деформацій). Для визначення січних 

модулів використовується гіпотеза про єдину криву деформування [85], 

згідно з якою форма співвідношення між напруженнями і деформаціями не 

залежить від виду напруженого стану, тобто залежність між 0τ  і 0γ  така ж, як 

при одноосьовому стиску. Звідси слідує що   

                                3200 1
1)(

η+η+η+
=γ

CBA
GG ,                             (1.27) 

де  ,2,21,1
)1(

1,
ˆˆ,

ˆ 2
0

0
0

0

0 −λ+=−=
η

−
−ηξ
ξ−

λ=
τ

λ=γ
γ
γ

=η CACBC
G rrr

r , G0 − 

початковий модуль зсуву, 0γ̂  і 0τ̂  − координати вершини діаграми (1.25), rη  і 

rξ  − відносні координати точки на кривій, що характеризує нахил спадаючої 

гілки, λ  - коефіцієнт пружнопластичних деформацій, що залежить від виду 

бетону. 

 Аналогічним чином визначається січний модуль об'ємних деформацій 

                                                  )()( 000 γ=γ fKK ,                                           (1.28) 

(K0 − початковий об'ємний модуль), 

 За допомогою (1.31) вираз (1.29) може бути представлений так: 

                                                     ),( 000 γε=σ K ,                                                      

де    0
2
00000000 /1),(),,()(),( εργ−=γεγεε=γε dd ffKK . 

 Січний модуль пружності Е і коефіцієнт Пуассона можуть бути ви- 

ражені через  ),( 00 γεK  та )( 0γG   за допомогою відомих формул 

                       1
)(2
),(),(,

),()(
)(),(3),(

0

00
00

000

000
00 −

γ
γε

=γεν
γε+γ
γγε

=γε
G

E
KG

GKE .           (1.29) 
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Матриця механічних характеристик D має стандартний для ізотропного 

матеріалу вид 
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де )1/( ν−ν=µ , а модуль G і коефіцієнт ν визначаються за формулами (1.27) і  

(1.29). 

 У наведені вирази входять значення граничних характеристик міцності 

0τ̂  і деформацій октаедричного зсуву 0γ̂ , що відповідають вершинам діаграм 

(1.25), які можуть бути визначені за формулами, наведеними в [94-96]. 

Слід зауважити, що деформаційна теорія пластичності може 

застосовуватися при вирішенні практичних задач, в яких розглядаються 

випадки простого навантаження, коли навантаження, що діють на 

конструкцію, змінюються пропорційно одному параметру. У випадках же 

складного навантаження для урахування пластичних властивостей матеріалів 

необхідно використовувати теорію пластичної течії. Теорія пластичної течії 

була сформульована в роботах Сен-Венана, М. Леві, Р. Мізеса, Л. Прандтля, 

Е. Рейсса, Г. Генки [190,115,131,315,182,42]. Відповідно до цієї теорії приріст 

деформацій ][ εd  представляється у вигляді суми приростів пружних ][ edε  і 

пластичних ][ pdε  деформацій 

                                                   ][][][ pe ddd ε+ε=ε .                                        (1.30) 

Пружні деформації визначаються через прирости напружень за допомогою 

закону Гука   

                                                     ][][ 1
0 σ=ε − dd e D ,                                           (1.31) 
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де D0 − початкова матриця пружності.  

  Прирости   пластичних   деформацій   є  потенційними  і  визначаються 

 відповідно до так званого асоційованого закона течії: 

                                                       
][

][
σ∂
Φ∂

ϑ=ε pd ,                                           (1.32)  

тобто асоціюються з деякою потенційною функцією Φ. Прирости пластичних 

деформацій спрямовані уздовж нормалі до поверхні, яка визначається цією 

функцією. Скалярний параметр ϑ  характеризує величину приросту 

пластичних  деформацій.  Функція  Φ  залежить  не тільки від напружень ][σ ,  

але і від скалярного параметра χ, іменованого параметром зміцнення:  

                                                    )],([ χσΦ=Φ                                                 (1.33)                       

і називається функцією навантаження. В окремому випадку при χ = 0 ця 

функція вироджується в функцію течії, що відокремлює в просторі 

напружень область пружного деформування від області пластичного 

деформування. З (1.33) випливає, що при пластичній деформації напруження 

знаходяться на поверхні навантаження, тобто при цьому 

                                                         0)],([ =χσΦ .                                                 

Повний диференціал функції )],([ χσΦ  

                                            χ
χ∂
Φ∂

+σ







σ∂
Φ∂

=Φ ddd
T

][
][

.                                  (1.34) 

Процес навантаження називається активним, якщо 

                                              0][
][

,0 >σ







σ∂
Φ∂

=Φ dd
T

; 

процес називається розвантаженням, якщо 

                                           0][
][

,0,0 <σ







σ∂
Φ∂

<Φ=Φ dd
T

; 

Процес навантаження називається нейтральним, якщо 

                                            0][
][

,0,0 =σ







σ∂
Φ∂

=Φ=Φ dd
T

. 
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Слід зауважити, що при розвантаженні і нейтральному навантаженні приріст 

пластичних деформацій і параметра зміцнення дорівнюють нулю:                                                     

0][ =χ=χ=ε dd p . 

Підставлення (1.31) і (1.32) в (1.30) приводить до наступного 

співвідношення:  

                                        
][

][][ 1
0 σ∂

Φ∂
ϑ+σ=ε − dd D .                                  (1.35) 

З (1.34) випливає, що диференціал функції навантаження може бути 

представлений так:  

                                                         ϑΛ−σ







σ∂
Φ∂

=Φ ][
][

dd
T

,                                       

де   

                                                         
ϑ

χ
χ∂
Φ∂

−=Λ
1d ,                                         (1.36) 

причому в процесі навантаження 

                                                 0][
][

=ϑΛ−σ







σ∂
Φ∂ d

T

.                                      (1.37) 

 Виключення з (1.38) і (1.40) параметра ϑ  призводить до наступного 

співвідношення  [78,94-96]: 

                                                               ][][ ε=σ∂ depD ,                                                    (1.38) 

де  

                    1
0000 }

][][
{

][][
−Λ+

σ∂
Φ∂









σ∂
Φ∂









σ∂
Φ∂

σ∂
Φ∂

−= DDDDD
TT

ep                 (1.39) 

( epD − пружнопластична матриця матеріалу, 0D − початкова матриця 

пружності).  

При урахуванні зміцнення, коли 0≠Λ  приріст параметра χ визначається 

формулою для роботи напружень на пластичних деформаціях [78,94-96] 

                                                        ][][ p
T dd εσ=χ . 

Використовуючи (1.32), знаходимо 
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][

][
σ∂
Φ∂

σϑ=χ Td .                                          (1.40) 

Підставляючи (1.40) в (1.36), отримуємо 

                                                   
][

][
σ∂
Φ∂

σ
χ∂
Φ∂

−=Λ T .                                        (1.41) 

Таким чином, отримані формули для всіх елементів пружнопластичної матриці (1.39).   

Вираз для функції, яка визначає граничну поверхню для бетону, наведено в [41]:
  

pcpc RRRRf −σ+σ+σ−+σσ+σσ+σσ−σ+σ+σ=σ ))(()(])([ 321133221
2
3

2
2

2
1  

( 321 ,, σσσ −  головні напруження, Rc  і Rp – межі міцності матеріала при 

осьових стиску і розтязі: в дисертації прийнято, що Rc = Rbn = fck,, Rp = Rbtn = 

fctk ), що в октаедричних напруженнях може бути представлене в такий спосіб: 

                               pcpc RRRRf −−σ−τ=τσ )(3
2
9),( 0

2
000 .                           (1.42) 

Тоді функція навантаження буде мати наступний вигляд: 

                                      )(),(),,( 0000 χ+τσ=χτσΦ hf ,                                   (1.43) 

( )(χh −функція зміцнення). В цьому випадку зручніше параметр χ визначати 

через можливу роботу напружень на пластичних деформаціях в 

октаедричних координатах: 

                                                 pp ddd 0000 γτ+εσ=χ .                                         (1.44) 

Тут pd 0ε  і pd 0γ  − прирости об'ємних пластичних деформацій і пластичних 
деформацій октаедричного зсуву. оскільки 
                                            

                                               
,0

0

0

0 χ∂
τ∂

τ∂
Φ∂

+
χ∂
σ∂

σ∂
Φ∂

=
χ∂
Φ∂
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а  

               ppp
pp

pp
pp G

dd
d

KH
HK

dd
d

00000

00

000000

00 1,
τ

=
γτ+εσ

τ
=

χ∂
τ∂

τ+σ
=

γτ+εσ
σ

=
χ∂
σ∂ , 

де pp d
dK

0

0

ε
σ

= − пластичний об'ємний модуль, pp d
dG

0

0

γ
τ

= − пластичний модуль 

зсуву, pp d
dH

0

0

γ
σ

=  − пластичний модуль дилатації, то 

                                     
00000

1
τ∂
Φ∂

τ
+

σ∂
Φ∂

τ+σ
=

χ∂
Φ∂

p
pp

pp G
KH

HK
.                         (1.45) 

 
Для остаточного визначення величин, що входять в формулу (1.39), 

необхідно знайти значення пластичних модулів у формулі (1.45). Ці значення 

визначаються за допомогою діаграм деформування. Для визначення функцій 

),( 0000 γεσ=σ  и )( 000 γτ=τ  використовуються діаграми деформування, 

аналогічні діаграмі при осьовому стиску-розтязі. Так функція )( 000 γτ=τ  в 

відносних координатах 0000 ˆ/,ˆ/ ττ=ξγγ=η  представляється у вигляді функції 

)(ηξ=ξ , графік якої наведено на рис. 1.5. 

Вираз для цієї функції :  

                                       321 η+η+η+
λη

=ξ
CBA

.                                    (1.46) 

значення параметрів λ, A, B и С ті ж самі, що і в формулі (1.30). 

Пластичний модуль зсуву: 

                                
GG

GG
dd

d
d
dG epp −

=
γ−γ

τ
=

γ
τ

=
0

0

00

0

0

0 ,                              (1.47) 

G0 - початковий модуль зсуву, G - модуль зсуву для повних деформацій: 

                          232

32
0

0

0

0

0

)1(
)21(,

ˆ
ˆ

η+η+η+
η−η−λ

=ξ′ξ′
λ

=
η∂
ξ∂

γ
τ

=
γ∂
τ∂

=
CBA

CBGG . 

Для визначення пластичних модулів об'ємних деформацій і дилатації  

діаграма всебічного стиску представляється у вигляді добутку двох  функцій                                             

)()(),( 02010000 γε=γεσ=σ ff , 

перша з яких визначає нелінійність об'ємного деформування бетону, друга – 
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ефект дилатації. Функція )( 01 εf  представляється так:    

 

  
Рис. 1.5 Діаграма деформування бетону. 

 
 

)(ˆ)( 001 ηξσ=εf , 

де  
0

0
0

0

0 ˆˆ,
ˆ K

σ
λ=ε

ε
ε

=η , 0σ̂  і 0ε̂  − координати вершини діаграми об'ємного 

стиску. Функція )( 02 γf  має наступний вигляд: 

                                               )
1

exp()( 02 ζ−
ωζ

=γf , 

де  00 ˆ/,/ γγ=ζ=ω cp RR . 

 Модулі об'ємних деформацій і дилатації визначаються за такими 

формулами: 

                            2
0

020102
0

0

0

0

)1(ˆ
)()(,)(

ˆ
ˆ

ζ−γ
ω

γε=ξ′γ
ε
σ

=
ε∂
σ∂

= ffHfK , 

а відповідні пластичні модулі − по таким: 

                                    HH
KK

KK
dd

dK pepp =
−

=
ε−ε

σ
=

ε∂
σ∂

= ,
0

0

00

0

0

0 .                          

Таким чином, представлені всі залежності, що визначають нелінійне 

деформування бетону при складному напруженому стані і складному 

навантаженні. 
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1.5 Розрахунок споруд на динамічні дії з урахуванням нелінійного і 

пластичного деформування матеріалів  

Подальший розвиток методів розрахунку будівель на динамічні дії 

пов'язаний з урахуванням нелінійного поводження матеріалів за межами 

пружності. Розрахунки з використанням нелінійних моделей призводять 

зазвичай до більш реалістичних результатів, ніж розрахунки з застосуванням 

лінійно пружних моделей. Однак слід зауважити, що нелінійні динамічні 

розрахунки споруд є набагато складнішими як з аналітичної, так і з 

обчислювальної точки зору. 

Задача нелінійного динамічного розрахунку споруд вперше була 

розглянута А.А. Гвоздьовим в роботах [38–40]. Автор використав теорію 

жорсткопластичного тіла і запропонував наближений кінематичний метод 

визначення залишкових деформацій в стержневих системах. Ця ж теорія була 

використана А.Р. Ржаніциним [184] при дослідженні динамічного згину 

балок і пластин. 

При динамічному розрахунку споруд з урахуванням пружнопластичної 

стадії необхідно врахувати додаткові в порівнянні з розрахунками в пружній 

стадії чинники: 1) в процесі пружнопластичних деформацій знижуються 

жорсткісні характеристики конструкції, внаслідок чого відбувається 

зниження сейсмічних навантажень, 2) конструкція при цьому поглинає 

більшу кількість енергії, що також призводить до зниження сейсмічного 

навантаження.  

У переважної частини публікацій на першому етапі досліджень 

поведінки конструкцій в пружнопластичній стадії при сейсмічних впливах 

розглядалися коливання одновимірних розрахункових моделей з одним 

ступенем свободи. При цьому в якості діаграм деформування 

використовувалися діаграми Прандтля і в рідкісних випадках діаграми з 

урахуванням зміцнення.   

В п.2.2. норм в якості одного з основних прийнятий метод розрахунку в 

непружної стадії з використанням інструментальних записів руху підстави. 
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Однак передбачається, що при цьому буде використовуватися консольна 

модель будівлі з одним ступенем свободи. У зв'язку з цим слід навести думку 

відомих фахівців Н.А.Ніколаенко і Ю.П.Назарова [150]: 

"На нашу думку, досить важко отримати теоретичні R(x) для різних 

реальних споруд з урахуванням пружнопластичних деформацій і крихкого 

руйнування за експериментальними даними, які відносяться до окремих 

елементів. Отримання цієї характеристики для реальних об'єктів обходиться 

досить дорого. У розрахунки і дослідження вводяться умовні діаграми, які 

дуже наближено відображають реальні властивості споруд, тому результати 

досліджень цього комплексу питань орієнтовно відображають лише якісно 

сторону завдань в динаміці споруд. З цієї причини одномірні РДМ не 

придатні для дослідження питань про граничні стани споруд, тобто про 

поведінку споруди на всіх стадіях його роботи від пружної до руйнування. 

Для вирішення таких складних задач вони занадто примітивні. Задачі 

пружнопластичного розрахунку споруд, на нашу думку, повинні 

вирішуватися на базі окремих двомірних або тривимірних РДМ з 

використанням умов пластичності або залежності R(x) для кожного 

елемента." 

Надалі дослідження поведінки пружнопластичних конструкцій 

проводилися з використанням більш складних консольних моделей, 

наприклад, багатоповерхових. До них в першу чергу слід віднести роботи 

Е.Е. Хачіяна (монографії [255,256], в яких наведено результати досліджень 

коливань нелінійно-пружних і пружнопластичних конструкцій з 

використанням акселерограми сильних землетрусів. В [256] були застосовані 

білінійні діаграми деформування. У роботах Ржевського В.А. [185-187] 

представлені розрахункові динамічні пружнопластичні консольні і 

просторові багатоповерхові однопрогонові моделі будівель, програми 

розрахунку і виконані чисельні дослідження динаміки багатоповерхових 

залізобетонних каркасних будівель при впливі сильних землетрусів. При 
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цьому використовуються отримані експериментально діаграми 

деформування поверхів каркасних будівель.  

Пружнопластичні властивості залізобетонної конструкції змінюються в 

процесі впливу динамічних навантажень. Це позначається на її жорсткостних 

властивостях. Тому в зазначені вище програми розрахунку доводиться 

додатково вводити формули для обліку змін жорсткості елементів 

конструкції [26,102,112,122,185–187,192,255]. Також були введені моделі, в 

яких враховуються локальні пошкодження і руйнування, що виникають в 

процесі коливань [1,7,256,297,312,313,330]. 

В останні десятиліття став проводитися прямий (тобто без використання 

будь-яких моделей, які спрощують конструкцію) динамічний розрахунок 

будівель і споруд з урахуванням нелінійної роботи матеріалів, зокрема, на 

набір акселерограм [42,48,49,118,148,170,316]. При цьому використовується 

скінченноелементна модель споруди. Однак до теперішнього часу такий 

розрахунок є складним завданням. Для залізобетонних конструкцій це 

пов'язано з тим, що при динамічному розрахунку за методом скінченних 

елементів необхідно враховувати напружено-деформований стан в точках 

конструкції, розподіл стиснутих і розтягнутих зон, зон навантаження і 

розвантаження, що вимагає досить детального розбиття конструкції на 

скінченні елементи, а отже, призводить до вирішення систем гігантської 

розмірності і великим обчислювальним і часовим витратам і накопиченню 

похибок рахунку. 

 Для того, щоб обійти проблему багатовимірності в роботах [89, 185-

187] проводиться перехід від скінченноелементної до рамної моделі 

конструкції шляхом побудови діаграм R - y для елементів рами на основі 

діаграм σ - ε в точках поперечного перерізу з використанням варіантів 

деформационної моделі згину [28], в якій стержень представляється у вигляді 

сукупності поздовжніх волокон, до кожного з яких може бути застосована 

діаграма σ - ε при  одновимірному напруженому стані і які деформуються 

спільно завдяки  прийнятій гіпотезі плоских перерізів. 
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В роботі [111] при побудові рамних моделей для переходу від діаграм σ 

- ε до діаграм R - y також використовувався деформаційний метод [15, 16]. У 

статті [263] пропонується метод спрощеного нелінійного розрахунку 

конструкційних залізобетонних елементів (наприклад, балок), заснований на 

подання елемента у вигляді набору дрібніших подібних елементів, для яких 

залежність нормальних напружень на поперечних перерізах від поздовжніх 

деформацій може бути ототожнена з діаграмою σ - ε для одновимірного 

розтягу або стиску. 

Для вирішення проблем, що виникли в інженерній практиці багатьох 

країн, велике поширення при розрахунку сейсмостійкості будівель отримав 

метод спектра несучої сроможності (метод СНС) З. Фрімана [291], при 

використанні якого виконується нелінійний статичний розрахунок 

просторової моделі будівлі (побудова спектра несучої спроможності 

спорудженні), далі спеціальним чином визначаються параметри 

еквівалентної одномасової моделі, а потім виконується динамічний 

розрахунок цієї моделі. Потім з урахуванням отриманих результатів 

проводиться зворотний перехід до початкової моделі для визначення 

переміщень, деформацій і напружень в елементах конструкції. Методи 

обчислення несучої спроможності деяких типів будівельних конструкцій 

запропоновані в [325-327]. 

Метод СНС набув поширення в останні роки і рекомендується до 

використання Єврокодом-8 [284,285], кодом США (АТС-40 [267], АТС-55) і 

стандартом FEMA-356/440 [288]. Методи динамічного розрахунку будівель з 

урахуванням нелінійного деформування конструкцій на основі методу 

спектра несучої здатності опубліковані в роботах [20,33,207,268-270,274-

276,291,292,302-304,307,314,316,317,333,341]. 

 Для вирішення зазначеної вище проблеми при вирішенні нелінійних 

задач можуть бути застосовані також і інші методи: метод малого параметра і 

метод граничних елементів.  
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Метод малого параметра  (метод збурень або асимптотичний метод) в 

його численних модифікаціях є одним з потужних засобів сучасної 

математики при вирішенні різноманітних задач математики, механіки і 

теоретичної фізики; з його допомогою можна отримувати наближені 

аналітичні представлення рішень досить складних нелінійних моделей, 

описуваних як звичайними диференціальними рівняннями, так і рівняннями в 

частинних похідних [8-11,13,23,24,27,34,105,110,111,126,133,135,136,138,139, 

141,153,195,204,260,261,264,266,279-283,301,324,328,329,331]. Метод був 

запропонований А. Пуанкаре на початку 90-х років XIX століття для 

вирішення задач небесної механіки. В даний час в епоху бурхливого 

розвитку техніки методи малого параметра аж ніяк не втрачають свого 

значення. Вони служать для з'ясування якісних особливостей задач, для 

отримання асимптотик і побудови опорних "тестових" рішень, а в ряді 

випадків є також основою для розробки методів, що застосовуються в 

задачах теорії нелінійних коливань. Слід зазначити, що першорядну роль при 

використанні методу Пуанкаре грає теорія періодичних рішень і теорія 

стійкості руху диференціальних рівнянь, розвинена в той же період часу 

A.M. Ляпуновим. Тільки в тридцятих роках двадцятого сторіччя почалося 

широке використання методів Пуанкаре-Ляпунова в теорії нелінійних 

коливань. Тут  в  першу чергу слід  відзначити  роботи  Н. М. Крилова і  

М.М. Боголюбова [111], А.А. Андронова і А.А. Вітта [11]. У цих роботах, 

поряд з дослідженням ряду задач, розроблявся сам метод. Суть методу 

полягає в тому, що в разі малої нелінійності, тобто коли залежність між 

навантаженнями і переміщеннями точок пружної системи мало відрізняється 

від лінійної, рішення представляється у вигляді асимптотичних розкладів за 

ступенями малого параметра, що визначає відхилення нелінійної залежності 

від лінійної, а потім отримане представлення підставляється в 

диференціальні рівняння нелінійних коливань. В результаті підстановки 

виходять рівності, ліві і праві частини яких є розклади за ступенями малого 

параметра, а коефіцієнтами диференціальні співвідношення, що містять 
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шукані переміщення точок системи. В результаті прирівнювання 

коефіцієнтів при однакових ступенях малого параметра виходять 

диференціальні рівняння, послідовні рішення яких дозволяють знайти 

коефіцієнти розкладу шуканого рішення в зазначені вище ряди. Слід 

зазначити, що асимптотичні методи отримали застосування і при вирішенні 

лінійних задач для об'єктів складної структури, фізичні та геометричні 

параметри яких досить близькі параметрам об'єктів простої структури 

[9,27,153]. В роботах [79-81] метод малого параметру був застосований при 

вирішенні ряда статичних пружнопластичних задач. При цьому розгляалися 

випадки ідеальної пластичності, що відповідає білінійної діаграмі зв’язку σ – 

ε, тобто діаграмі Прандтля. 

Ідея методу граничних елементів, тобто ідея побудови наближеного 

розв'язання крайових задач теорії пружності та гідродинаміки шляхом 

дискретизації граничних умов і побудови фундаментальних функцій була 

розвинена в працях П.К. Бенерджі, Р. Баттерфілда, К. Бреббія, К. Тілеса, Л. 

Вроубела, С. Уокера, А.Г. Угодчікова і Н.М. Хуторянського [19,31,32,206]. 

Фундаментальну роль в появі методу граничних елементів для стержневих 

систем зіграли дослідження акад. А.Н. Крилова [110], який запропонував 

використовувати фундаментальні ортонормовані функції для визначення 

прогинів стержня. Розвиток методу граничних елементів для розв'язання 

лінійних статичних та динамічних задач, а також задач стійкості для 

стержневих систем було проведено в роботах В.А. Баженова, A.Ф. Дащенко, 

В.Ф. Оробея, Д. Д. Работягова і Н.Г. Сурьянінова [14,59,155-167,196-202]. 

При дослідженні статичних задач для залізобетонних рам з урахуванням 

наявності тріщин цей метод  використовувався в роботах  А. В. Коврова, 

А.М. Кушніра, А.В. Ковтуненко і Н.К. Височан [99].  

Основна ідея методу в разі плоского згину полягає в побудові матриці 

А(х) фундаментальних функцій задачі Коші для диференціального рівняння 

згину стержня і побудові матриці-стовпця В(х) приватного рішення рівняння 

згину при нульових початкових умовах, за допомогою яких матриця-
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стовпець Y(х) переміщень в перерізі з абсцисою х може бути представлена 

так:  

                                           )()0()()( xxx BYAY += ,                               (1.48) 

де  
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( )(xyq − переміщення точок стержня, викликані поперечним навантаженням з 

інтенсивністю q).  Слід зазначити, що метод граничних елементів для 

стержневих систем призначений для вирішення лінійно пружних задач. У 

роботі  [99] цей метод був поширений на рішення статичних задач для 

залізобетонних рамних конструкцій з урахуванням процесів 

тріщиноутворення. При цьому розрахунок проводиться в кілька етапів. На 

першому етапі методом граничних елементів в припущенні лінійно-пружної 

роботи проводиться обчислення згинальних моментів в елементах рами. Для 

тих ділянок елементів конструкції, де значення згинальних моментів 

перевищують значення моменту тріщиноутворення, обчислюються нові 

значення жорсткостей також за емпіричними формулами. Потім проводиться 

новий розрахунок конструкції як лінійно пружного за допомогою методу 

граничних елементів. Так триває до тих пір, поки відносна похибка 

обчислення згинальних моментів на всіх ділянках, тобто  

j

1j
k

j

M

MM

k

k
jk

+−
=δ ,  

(k ─ номер ділянки, j ─ номер кроку наближень) не стає менше 0,01. 

Отже, в зв’язку з тим, що при використанні методу скінченних 

елементів при дослідженні нелінійних задач динаміки залізобетонних 

каркасних споруд виникають труднощі, пов'язані з рішенням ситеми 

алгебраїчних рівнянь дуже високого порядку і величезними 
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обчислювальними і часовими витратами і накопиченням похибок 

розрахунку, доводиться використовувати альтернативні методи. 

 Одним з них є використання перехід від діаграмі σ - ε в поперечному 

перерізі елемента конструкції до діаграмі «сила - переміщення» для елемента 

в цілому з використанням деформаційної теорії згину, а потім - розрахунок 

динаміки споруди як рамної конструкції. 

Другим з альтернативних методів є використання діаграм «сила - 

прогин» для елементів конструкції при вирішенні динамічних завдань. 

Експериментальна побудова таких діаграм для елементів реальних споруд 

обходиться дуже дорого. Через це в розрахунки вводяться умовні діаграми, 

які дуже наближено відображають реальні властивості споруд, тому 

результати досліджень дуже наближено відображають тільки якісну сторону 

завдань динаміки споруд. 

Третім з альтернативних методів з’являється метод спектра несучої 

спроможності (СНС). Проте слід зауважити, що метод СНС виявився досить 

ефективним для залізобетонних каркасних споруд простої форми з 

регулярним розподілом несучих  елементів в плані і по вертикалі. Для інших 

конструкцій будівель він дає суттєві похибки в порівнянні з нелінійними 

динамічними методами. 

Тому автором були запропоновані додаткові альтернативні по 

відношенню до методу скінченних елементів методи: грунтовані на методі 

малого параметра і методі граничних елементів, для яких необхідна наявність 

дифереренціальних рівнянь згину елементів конструкції з урахуванням 

нелілінійного деформування и пластичності матеріалів. 

В зв’язку з вищесказаним були поставлені завдання дослідження, які 

приведені во Вступі. 

 

1.6 Висновки за розділом 1 

1. У нормах [50] зазначено, що для особливо відповідальних споруд крім 

розрахунку за нормами має бути обов'язково проведений прямий динамічний 
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розрахунок споруди з урахуванням фізичної та геометричної нелінійностей 

на сейсмічні впливи у вигляді спеціально підібраного пакету акселерограм. 

Такий розрахунок пов'язаний зі значними обчислювальними і аналітичними 

труднощами в зв'язку з тим, що існуючі програмні комплекси засновані на 

методі скінченних елементів. При динамічному розрахунку залізобетонних 

конструкцій за методом скінченних елементів необхідно враховувати 

напружено-деформований стан в точках конструкції, розподіл стиснутих і 

розтягнутих зон, зон навантаження і розвантаження, що вимагає досить 

детального розбиття елементів конструкції на скінченні елементи, а отже, 

призводить до вирішення систем великої розмірності і великим 

обчислювальним витратам (що вимагає багато часу) і накопиченню похибок 

рахунку. Тому при подібних розрахунках доводиться застосовувати 

альтернативні методи.  

Один з варіантів - перехід від діаграми σ − ε в поперечному перерізі 

елемента конструкції до діаграми «сила − переміщення» для елемента в 

цілому з використанням деформаційної теорії згину, а потім - розрахунок 

динаміки споруди як рамної конструкції. Цей метод істотно спирається на 

гіпотезу плоских перерізів при згині. 

Другий варіант - застосування експериментально отриманих діаграм 

«сила - переміщення» для елементів конструкції при дослідженні динаміки 

споруди на сейсмічні впливи. Цей варіант виявляється технічно дуже важко 

здійсненним при дослідженні сейсмостійкості існуючих будівель або при 

проектуванні нових. 

Третій варіант - побудова спектра несучої спроможності споруди і 

подальший перехід  до  одномасової  лінійно пружного моделі. Цей метод 

виявився досить ефективним для залізобетонних каркасних споруд простої 

форми з регулярним розподілом несучих елементів в плані і по вертикалі. 

Для інших конструкцій будівель він дає суттєві похибки в порівнянні з 

нелінійними динамічними методами. 

2. Як показали дослідження  автора,  існують  і  інші  варіанти  прямого 
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 динамічного розрахунку споруд − з використанням методу малого параметра 

і методу граничних елементів, в яких число невідомих дорівнює ступеню 

статичної невизначеності, тобто в сотні і тисячі разів менше числа невідомих 

при використанні методу скінченних елементів. 

Використання цих методів вимагає наявності диференціальних рівнянь 

згину залізобетонних балок з урахуванням фізичної та геометричної 

нелінійностей і пластичності бетону. При цьому диференціальні рівняння 

різні для різних теорій пластичності − деформационной теорії і теорії 

пластичної течії, перша з яких використовується для випадків простого 

навантаження, а друга − для випадків складного навантаження. 

Тому метою досліджень є розробка методів побудови диференціальних 

рівнянь для прямих динамічних методів розрахунку залізобетонних 

каркасних будівель і споруд, що враховують нелінійні і пластичні 

властивості матеріалів, і розробка методів використання  метода малого 

параметра і метода граничних елементів на основі побудованих 

диференціальних рівнянь.  
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РОЗДІЛ 2 

НЕЛІНІЙНІ ЗАДАЧІ ДИНАМІКИ ЕЛЕМЕНТІВ ТА ОДНОВИМІРНИХ 

МОДЕЛЕЙ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ КАРКАСНИХ БУДІВЕЛЬ 

  (метод малого параметру) 

 

      2.1 Побудова варіанта методу малого параметру для дослідження 

задач нелінійної теорії пружності у випадках малої нелінійності 

 Розглянемо деформацію балки постійного прямокутного поперечного 

перерізу, підданого дії сил, що лежать в одній з площин симетрії перерізу. В 

цьому випадку балка буде відчувати не тільки поперечний згин, а й 

поздовжню деформацію розтягу або стиску.  

Виберемо в недеформованому стані балки систему координат 321 ,, xxx   

так, як показано на рис.2.1, причому вісь 1x  направимо вздовж осі балки 

(тобто через центри ваги поперечних перерізів). 

 
Рис. 2.1 Схема деформації ділянки балки 
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Виберемо матеріальну точку M  балки, положення якої в 

недеформованому стані визначається трьома матеріальними координатами 

321 ,, xxx . Радіус-вектор R0 точки може бути представлений так:  

         ,),(),,()(),,( 0
33

0
2232

0
32

000
32

00 eerR xxxxxxsxxs +=ρρ+=             (2.1) 

де 0s - довжина недеформованого відрізка осі балки між поперечним 

перерізом 0Π , що містить точку М, і лівим кінцем балки (тобто 0s  дорівнює  
координаті 1x точки M ; )( 0sr - радіус-вектор центра ваги перерізу Κ); 0

2e  і 0
3e  

- два взаємно перпендикулярних орта в площині 0Π , причому 0
2e  лежить в 

площині згину, а 0
3e  перпендикулярний цій площині.  

 Положення точки M  після деформації визначимо за допомогою її 

радіус-вектора ),,( 32
0 xxsR  в такий спосіб: 

                 .),(),,()(),,( 3213232
0

32
0 eeerR CBAxxxxsxxs ++=ρρ+=              (2.2) 

Тут )( 0sr  - радіус-вектор точки K  після деформації; BA,  і C - скалярні 

функції координат 2x  і 3x ; 1e - одиничний вектор дотичної до деформованої 

осі балки в точці K ; 2e  і 3e  - два взаємно перпендикулярних орта в площині 

П0, перпендикулярній вектору 1e , які проведені аналогічно векторам 0
2e  і 0

3e . 

При цьому, очевидно, що 0
33 ee = . З (2.2) випливає, що виконання гіпотези 

плоских перерізів не припускається, тому що перший доданок в правій 

частині формули для ),( 32 xxρ  дає зміщення точки М в напрямку, 

перпендикулярному площині П, тобто представляє депланацію перерізу. 

Зневажимо деформацією балки в напрямку вектора 0
3e . Тоді функції A  і B  

будуть функціями тільки координати 2x , тобто  

                              ),(),( 22 xBBxAA ≡≡ .3xC ≡                                      (2.3) 

Побудуємо тензор F, іменований в [262] градієнтом руху, користуючись 

діадним представленням його як подвійного тензора  

                                                        .
3

1

0∑
=

=
i

ii RRF                                                (2.4) 

Тут 



70 

                                                   
i

i
i

i xx ∂
∂

=
∂
∂

=
0

0, RRRR                                          (2.5) 

 Розкладемо вектори iR  і 0
iR  по векторах базисів )3,2,1( =kke  і 

)3,2,1(0 =kke  відповідно: 

                                             .,
3

1

000
3

1
∑∑
==

==
k

kiki
k

kiki RR eReR                                     (2.6) 

Крім того, розкладемо вектори 0
ke  по векторах базису )3,2,1( =mme  

                                                      .
3

1

0 ∑
=

β=
m

mkmk ee                                                  (2.7) 

Підставивши (2.6) і (2.7) в (2.4), будемо мати 

                     ∑ ∑
= =

β==
3

1,

3

1,

0,
lm ki

ilikkmmllmml RRFF eeF .                               (2.8)  

Враховуючи що 0
10

0

er
=

ds
d , з (2.1) отримаємо 

                              ).3,2,1,(1),(0 00 ==≠= kiRkiR iiik                                 (2.9) 

Приймаючи до уваги, що [262] 

                    ),(,),( /
1

/2
2

/1
00 ds

d
ds
d

ds
d

ds
ds

ds
d

ds
d

ss

φ
=φφ−=φ==λλ= eeee          (2.10)     

знаходимо з (2.2), що 

                      ,,,],)1[( 33221222
/

1
/

1 eReeReeR =+=φ+φ−λ= BAABs             (2.11) 

де 2222 /,/ dxdBBdxdAA == , φ - кут між 1e  і 0
1e . Зауважимо, що sλ  

називається кратністю подовження осі стержня [262] і характеризує ступінь 

подовження або стиску осі стержня в даному перерізі. 

 З (2.11) отримаємо 

                    ,1,,,),1( 33222221
/

12
/

11 ===φλ=φ−λ= RBRARARBR ss              (2.12) 

а інші коефіцієнти )3,2,1,( =kiRik  дорівнють нулю.  

 Неважко переконатися в тому, що 

                     ,1,cos,sin,sin,cos 3322211211 =βφ=βφ=βφ−=βφ=β              (2.13) 

а решта )3,2,1,( =β kiik  дорівнюють нулю. 
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 Підставлячи (2.10),(2.12) і (2.13) в (2.8), знаходимо 

              
.1

,cossin],cossin)1([
,sincos],sincos)1[(

33

2222
//

21

2212
//

11

=
φ+φ−=φφ+φφ−−λ=

φ+φ=φφ+φφ−λ=

F
BAFABF

BAFABF

s

s

        (2.14)  

Решта величин )3,2,1,( =kiFik  дорівнюють нулю.  

 Використовуючи формули [262]  

                     ,)(
2
1 * IFFE −+= Ω = )(

2
1 *FF −                            (2.15) 

( *F - тензор, спряжений до тензора F , I - одиничний тензор) отримуємо 

тензори лінійних деформацій і обертання. З їх допомогою визначаються 

елементи тензора скінчених деформацій ε [151]  

               

),,,,(

)],)(()()([
2
1

],)()([
2
1 222

jkkmimikji

eeeeeee

eeee

jkjkikikijijjjijijiiijij

imimikikiiiiii

≠≠≠≠<

ω−ω−+ω−+ω++=ε

ω−+ω−++=ε

          (2.16) 

( ije - елементи тензора лінійних деформацій, ijω - елементи тензора 

обертання). 

 З (2.14) - (2.16) отримуємо 

                 .
2
1),1(

2
1),21(

2
1

212
2
2

2
222

/22
11 ABAB sss λ=ε−+=εφλ−−λ=ε           (2.17) 

Інші елементи тензора скінчених деформацій ε дорівнюють нулю. При 

побудові (2.17) передбачалося, що складовими, що містять вирази 2/
2 )( φx  

можна знехтувати, тобто що радіус кривизни осі балки значно більше 

розмірів її поперечного перерізу. 

В теорії малих пружно-пластичних деформацій [85] закон залежності 

між напруженнями і деформаціями може бути записаний в наступному 

вигляді:                 

                             .)(2,)(3 10010000 DGTK γρ=εεκ=σ                          (2.18) 

Тут K0 - початковий модуль об'ємного стиску матеріалу балки (тобто  

 значення цього модуля при лінійно пружної деформації матеріалу), G0 –  
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початковий модуль зсуву, 3/)( 3322110 σ+σ+σ=σ  - величина середнього 

напруження ( iiσ  − елементи тензора напружень, 3,2,1=i ). Далі, 

3/)( 3322110 ε+ε+ε=ε  - величина середнього подовження,  

        +ε+ε+εε−εε−εε−ε+ε+ε=γ 2
23

2
12113333222211

2
33

2
22

2
110 (3[

3
2  2/12

31 )]ε  

− октаедрична деформація зсуву, ITT 01 σ−=  и IDD 01 ε−=  - девіатори 

тензорів напружень T  и деформацій D  відповідно. Функції )( 0εκ  і )( 0γρ  

характеризують нелінійно-пружну поведінку матеріалу, причому 

1)0()0( =ρ=κ . Зауважимо, що при 1)()( 00 ≡γρ≡εκ  (2.18) переходить в 

звичайний закон Гука для ізотропних матеріалів. Будемо вважати, що 

деформації матеріалу, що виникають, такі, що відхилення співвідношення 

(2.18) від закону Гука не надто велике. Тоді функції )( 0εκ  і )( 0γρ  можна 

представити в наступному вигляді: 

                                 ),(1)(),(1)( 0000 γµρ+=γρεµκ+=εκ µµ                           (2.19) 

де µ - малий параметр, )(xµκ  и )(xµρ  - безперервні функції. Тоді рівності 

(2.18) можна представити так 

                         .)](1[2,)](1[3 10010000 DT γµρ+=εεµκ+=σ µµ GK                (2.20) 

Будемо розшукувати елементи тензорів напружень і деформацій у вигляді 

наступних асимптотичних розкладів:  

                                ).3,2,1,(,
0

][

0

][ =εµ=εσµ=σ ∑∑
∞

=

∞

=

ji
k

k
ij

k
ij

k

k
ij

k
ij                         (2.21) 

Тоді і 1000 ,,, Tγεσ  і 1D  можуть бути представлені так само 
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∑∑∑
∞
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∞
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∞
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∞
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∞
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γµ=γεµ=εσµ=σ
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kk

k

kk

k

kk

k

kk

k

kk

DDTT
                     (2.22) 

Вважаючи, що функції )(xµκ  і )(xµρ  нескінченно диференційовані (якщо це 

 не  так,   то   їх   можна   апроксимувати   з   будь-яким   ступенем   точності  

нескінченно диференційованими функціями), можна записати 
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                                          .
!

)(
)(

0

]0[
0

)(
]0[

0
m

m

m

x
m

x ∑
∞

=

µ
µ

εκ
=+εκ                                    (2.23) 

Підставляючи в (2.23) замість x вираз ∑
∞

=

µε=
1

][
0

k

kkx , отримаємо розклад )( 0εκµ  

за ступенми μ: 

                                                .)()(
0

0
][

0 ∑
∞

=
µµ εκµ=εκ

k

kk                                         (2.24) 

Наприклад,  

                                  ]1[
0

]0[
0

/
0

]1[]0[
00

]0[ )()(),()( εεκ=εκεκ=εκ µµµµ .  

 Аналогічно можна отримати вирази і для )( 0γρµ : 

                                     ,)()(
0

0
][

0 ∑
∞

=
µµ γρµ=γρ

k

kk                                          (2.25) 

причому  

                                   ]1[
0

]0[
0

/
0

]1[]0[
00

]0[ )()(),()( γγρ=γργρ=γρ µµµµ .  

 Тоді (2.20) можна представити в наступному вигляді: 

                   .)](1[2,)](1[3 1
0

0
][1

010
0

0
][1

00 DT ∑∑
∞

=
µ

+
∞

=
µ

+ γρµ+=εεκµ+=σ
k

kk

k

kk GK      (2.26) 

Підставляючи (2.22) в (2.26), матимемо для перших двох членів розкладу  

                            
),~(2),~(3
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]0[

1
]0[]1[
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1
]0[

0
]0[]1[
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              (2.27) 

де )(~),(~
0

]0[
0

]0[
0

]0[
0

]0[ γρ=εκ= µµ GGKK .          

З першого рядка (2.27) отримуємо 
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             (2.28а) 

а з другого 
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      (2.28б) 

         З (2.28а) знаходимо 
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де 0
]0[
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]0[

200
]0[

1 ,3/)23(,3/)43( GGGKKGKK =−=+= . 

З (2.28б) отримаємо 
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де 3/)](2)(3[),(,3/)](4)(3[),( 0
]1[

0
]1[

00
]1[

20
]1[

0
]1[

00
]1[

1 γ−ε=γεγ+ε=γε GKKGKK .  

  Представимо функції )( 2xA  і )( 2xB  з (2.3), а також кут повороту 

перерізу φ і кратність подовження осі стержня λz в вигляді розкладів за 

ступенями μ: 
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kk BBAA                 (2.30) 

Підставивши (2.30) в (2.19), матимемо для перших двох членів розкладу 

(2.21) 
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       (2.31б)  

Тут  
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2 === k
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xdBxB
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xdAxA
k
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k . 

 Отже, в цьому параграфі побудовані асимптотичні розклади (2.21) для 

елементів тензорів напружень і деформацій за ступенями малого параметра 

μ, який характеризує рівень нелінійності деформаційних властивостей 

матеріалів, а також отримані співвідношення (2.29а) і (2.29б) між ними для 

першого і другого наближень. Крім того, отримані співвідношення (2.31а) і 

(2.31б), зв'язуючі елементи тензора деформацій з кратністю подовження λs 

осі балки (чи колони) та з кутом повороту φ поперечного перерізу її осі для 

першого і другого наближень. Все це необхідно для побудови 

диференціальних рівнянь першого і другого наближень згину залізобетонної 

балки з урахуванням нелінійної деформативності матеріалів.  

 

2.2 Диференціальне рівняння плоского згину залізобетонної балки з 

урахуванням нелінійних деформаційних властивостей матеріалів в 

першому наближенні 

Будемо розшукувати функції ][kA  і  в наступному вигляді: 
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Тоді       
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        Дотичні напруження на верхній і нижній гранях балки дорівнюють 

нулю: 

                                                 012 =σ  при 
22

hx ±=                                         (2.33) 

(h - висота поперечного перерізу). 

Звідси і з (2.28а) отримуємо 
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                                               0]0[
12 =ε  при .
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hx ±=                                          (2.34) 

 З (2.31) і (2.32) знаходимо: 
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1 =++ xaxaa при x2 = ± h / 2,                      (2.35)          

звідки випливає, що 
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 Нормальні напруження на верхній і нижній гранях також дорівнюють 

нулю:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

                                                  022 =σ  при 
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hx ±=                                        (2.37)                        

З (2.29) отримаємо 
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тобто 
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Нехтуючи складовими, що містять 2
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ds

dφ , знаходимо з (2.39) 
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 Введемо позначення 

                                                             .1−λ=ε ss                                             (2.41) 

Легко бачити, що sε  - поздовжня відносна деформація балки. З  (2.41) 

випливають такі формули для коефіцієнтів розкладу: 

                                             ).0(,1 ][][]0[]0[ >λ=ε−λ=ε kk
s

k
sss                             (2.41а) 
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Враховуючи високу поздовжню жорсткість елементів будівельних 

конструкцій, тобто вважаючи 1<<εs , можемо записати 
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ϕ

+=ε
ϕ

−ε=ε

ϕ
=ε−=ε+=λε+=λ
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2

)(

22
]0[

3
]0[

12
2
2

2]0[
3

]0[
2

]0[

2
]0[]0[

2
]0[

33

2
2

2]0[
3

]0[
1]0[

22
2
2

2]0[
3

]0[
2

]0[

2
]0[]0[

1
]0[

11

xdGadaK
ds

dxE

daKdaK
ds

dxE

s

s

−=σ+
φ

−ε=σ

=σ+
φ

−ε=σ
 

Тут 

                                                 
Головний вектор Q внутрішніх зусиль в перерізі П дорівнює 

                                           dub QQQQ ++=                                          (2.43)           

де bQ - головний вектор внутрішніх зусиль в бетоні, Qu i Qd − зусилля у 

верхній і нижній арматурі відповідно (рис.2.2).  

 
 

Рис. 2.2 Зусилля, що діють на ділянку залізобетонної балки 
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З умови рівноваги ділянки AС  балки випливає 

                                  Odub RQQQ −=++                                      (2.44) 

( OR − сила, прикладена до лівого кінця балки). 

Якщо балка статично невизначена, то її опорні реакції залежать від 

пружних властивостей матеріалу. Тоді  OR , а також її горизонтальна 1,OR  і 

вертикальна 2,OR  складові, теж можуть бути представлені у вигляді 

асимптотичних розкладів за ступенями µ : 

                      .,,
0

][
2,2,

0

][
1,1,

0

][ ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
µ=µ=µ=

k

k
O

k
O

k

k
O

k
O

k

k
O

k
O RRRRRR               (2.45) 

Якщо ж балка статично визначна, то  

                                         .,, ]0[
2,2,

]0[
1,1,

]0[
OOOOOO RRRRRR ===   

Зауважимо, що в другому наближенні вектор 2,1, OOO RRR +=  , а також кут φ 

можуть бут  представлені так: 

                       
.

),(
]1[]0[

]1[
2,

]1[
1,

]0[
2,

]0[
1,

]1[]0[

µφ+φ=φ

+µ++=µ+= OOOOOOO RRRRRRR
                    (2.46) 

Тоді проекція вектора AR  на напрям вектора 2e  дорівнює 

                    
).cos()(

)sin()(~~~

]1[]0[]1[
2,

]0[
2,

]1[]0[]1[
1,

]0[
1,

]1[
2,

]0[
2,2,

µφ+φµ++

+µφ+φµ+−=µ+=

OO

OOOOO

RR

RRRRR
             (2.47) 

Оскільки μ мало, то 1cos,sin ]1[]1[]1[ ≈µφµφ≈µφ . Прирівнюючи коефіцієнти 

при 0µ   та при 1µ , отримуємо з (2.47) 

                        
.cossin)sincos(~

,cossin~

]0[]1[
2,

]0[]1[
1,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]1[]1[
2,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]0[
2,

φ+φ−φ+φφ−=

φ+φ−=

OOOOO

OOO

RRRRR

RRR
    (2.48) 

Аналогічно можна отримати рівності 

           
.sincos)cossin(~

,sincos~

]0[]1[
2,

]0[]1[
1,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]1[]1[
1,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]0[
1,

φ+φ+φ−φφ−=

φ+φ=

OOOOO

OOO

RRRRR

RRR
   (2.49) 

Зауважимо, що якщо балка статично визначна, то  
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                                               0][
2,

][
1, == k

O
k

O RR  при k > 0. 

 Проектуючи векторну рівність (2.44) на напрямок вектора е2, 

отримаємо для першого наближення 

                                   .~ ]0[
2,

]0[
2,

]0[
2,

]0[
2, Odub RQQQ −=++                                   (2.50) 

Тут ]0[
2,

~
OR − проекція ]0[

OR  на вісь у2. 

Припустимо, що матеріал, з якого виготовлена арматура, в 

розглянутому діапазоні деформацій мало відрізнється від лінійно пружного. 

Крім того, припустимо, що арматура і основний матеріал балки 

деформуються спільно. Тоді за законом Гука для першого наближення 

матимемо  

                         ,)(,)( 22
]0[

12
]0[
2,11

]0[
12

]0[
2, ShGQShGQ adau −ε=ε=                         (2.51) 

де aG - модуль зсуву матеріалу арматури, 1S  та 2S  − площі поперечних 

перерізів верхньої і нижньої арматури відповідно, 

                          )(
2
1)(),(

2
1)( 2

]0[
2

]0[
32

]0[
121

]0[
2

]0[
31

]0[
12 hdahhdah −=−ε−=ε                 (2.52) 

( 1h  і 2h  - відстані від центра ваги перерізу до верхньої і нижньої арматури). 

 Проекцію головного вектора внутрішніх зусиль в бетоні на напрямок 

вектора е2 визначаємо з формули  

                                                         .
2/

2/
2

]0[
12

]0[
2, ∫

−

σ=
h

h
b dxbQ                                        (2.53) 

(b  − ширина перерізу балки).                  

 З (2.36) отримаємо 

                                                      .
2

3
]0[

3
]0[

0
]0[
2,

habGQ sb λ−=                                (2.54) 

 З (2.51)-(2.54) випливає 

                                         .
)()(

2

222112
3

0

]0[
2,]0[

3 ShdGShdGbhG
R

a
aa

O

++
=                    (2.55) 

Помітимо, що 12]0[
3 <<ha , і тому в подальшому викладі складовими, що 

містять квадрат цієї величини, будемо нехтувати. 
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Аналогічно (2.50) отримуємо рівність 

                                                   .~
1,1,1,1, Odub RQQQ −=++                               (2.56) 

Тут ]0[
1,

~
OR − проекція ]0[

OR  на вісь у1. 

Згідно із законом Гука для арматури маємо 

                           ,)(,)( 22
]0[

11
]0[
1,11

]0[
11

]0[
1, ShEQShEQ adau −ε=ε=                       (2.57) 

де aE - модуль пружності матеріалу арматури. 

З (2.42) випливає 

             ).(),(
]0[

2
]0[

2
]0[
1,

]0[

1
]0[

1
]0[

1, ds
dhSEQ

ds
dhSEQ sadsau

ϕ
+ε=

ϕ
−ε=               (2.58) 

 Проекція головного вектора внутрішніх зусиль в бетоні на напрямок 

вектора 1e  визначається з формули             

                                                  .
2/

2/
2

]0[
11

]0[
1, ∫

−

σ=
h

h
b dxbQ                                             (2.59) 

 Нехтуючи складовими, що містять 2
]0[

)(
ds

dφ , отримуємо 

                                  .],)(
20

[ 42]0[
3

]0[
2]0[]0[

1
]0[

1, bhShaKESQ sb =+ε=                          (2.60) 

   З (2.56)−(2.60) знаходимо 

              
).(

,/]~)()(
20
3[

21
]0[

1

]0[
1,2211

]0[
42]0[

3
]0[

2
]0[

SSESEH

HRhShS
ds

dEhaSK

al

lOas

++=

−−
φ

+−=ε
       (2.61)      

 Головний момент внутрішніх зусиль в першому наближенні в перерізі П 

щодо осі, що збігається з напрямком вектора 3e , визначається за формулою 

                                  
∫

−

σ−=

+−=
2/

2/
2

]0[
112

]0[

]0[
1,2

]0[
1,1

]0[]0[
3

.

,
h

h
b

dub

dxxbM

QhQhMM
                                  (2.62) 

З (2.62) отримуємо 

                       .
]0[

]0[
1

]0[

ds
dJEM b

φ
−=                                          (2.63) 

Тоді                                            
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           .
12

),()]([
3

1122
]0[

]0[
2
22

2
11

]0[
1

]0[
3

bhJhShSE
ds

dhShSEJEM saa =−ε+
φ

++=     (2.64)                    

Враховуючи (2.61), знаходимо 

             .

~)(
20
3

)(
]0[
1,

42]0[
3

]0[
2

2211

]0[
]0[

3
l

O
a H

RhaSK
hShSE

ds
dHM

+
−+

φ
=              (2.65) 

Тут 

                      2
2211

2
2
22

2
11

]0[
1 )()( hShS

H
EhShSEJEH

l

a
a −−++= ).                            (2.65а) 

Скористаємося співвідношенням [262]  

                                         ,1 QeM
×−=

ds
d                                                 (2.66) 

де M  − головний момент внутрішніх зусиль в перерізі балки відносно її 

центра ваги, Q − їх головний вектор.  

 Проектуючи рівність (2.66) на напрямок вектора 3e , отримуємо для 

першого наближення 

                                            .]0[
2

]0[
3 Q

ds
dM

−=                                             (2.67) 

З умови рівноваги маємо  ]0[
2,

]0[
2 ORQ −= . Звідси і з (2.60) знаходимо 

           .~
~

)( ]0[
2,

1,2211
2

]0[2

O
O

l

a R
ds
Rd

H
hShSE

ds
dH =

−
+

φ                           (2.68)      

Відповідно до (2.48) і (2.49) рівність (2.68) можна записати так 

.
)(

,0]1)[cossin( 2211
]0[

]0[
2,

]0[
1,2

]0[2

l

a
OO H

hShSE
D

ds
dDRR

ds
dH

−
==

φ
−φ−φ+

φ  (2.69) 

               За допомогою підстановки 

                                               δ=δ= sin,cos 2,1,

O

O

O

O

R
R

R
R

                                   (2.70) 

рівняння (2.69) приводиться до наступного вигляду:  

   ),(0sin])(1[ ]0[]0[]0[]0[]0[
]0[

2211
2

]0[2
δ−φ=θ=θ

θ−
−+

θ
O

l

a R
ds

d
H

hShSE
ds

dH    (2.71)      
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рішення якого при 2211 hShS =  виражається через еліптичні інтеграли Якобі 

[174,262]. 

 У цьому параграфі побудовано диференціальне рівняння (2.69) згину 

елементу залізобетонного каркасного спорудження першого наближення (φ[0] 

- перше наближення кута повороту поперечного перерізу). 

 

2.3. Диференціальне рівняння плоского згину залізобетонної балки з                                                                                                                                                                                                

урахуванням нелінійних деформаційних властивостей матеріалів в 

другому і наступних наближеннях 

З рівності (2.33) знаходимо для другого наближення 

                                         0]1[
12 =σ   при   ,

22

hx ±=                                             (2.72) 

звідки випливає 

                                            0]1[
12 =ε  при .

22

hx ±=                                              (2.73) 

 З (2.31б) і (2.32) отримуємо: 

                    032 2
2

[1[
32

]1[
2

]1[
1 =++ xaxaa при ,

22

hx ±=                               (2.74)          

звідки випливає, що 

                           
).(

2
1),()(

),()(,
4
3,0

22
]1[

3
]1[

1222
]1[

32
]1[

2

2
]1[

32
]1[]1[

3
2]1[

1
]1[

2

xdaxdaxA

xdaxAahaa

−=ε−=

−=−==
                        (2.75) 

З (2.31б), нехтуючи складовими, що містять добутки типу 
ds

d m
k

s

][
][ φ

ε , 

отримуємо 

                        .)()(
]1[

2
]0[

]0[

2
]1[]1[]1[

11 ds
dxB

ds
dxBs

φ
−

φ
−ε=ε                            (2.76) 

З (2.37) випливає 

                                              0]1[
22 =σ   при   ,

22

hx ±=                                        (2.77) 

звідки з урахуванням (2.12б) і (2.5) знаходимо, що 
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.0)

2
()

2
()

2
()

2
(])

2
(

)
2

([)]
2

()
2

()
2

()
2

([
2

]0[
11

]1[
2

]0[
22

]1[
1

]1[
]0[

]0[
]1[]1[]0[

2
]1[

2
]0[

2
]1[

2
]0[

2

]0[
1

=±ε±+±ε±+
φ

±−

−
φ

±−ε+±±+±±

hhKhhK
ds

dhB

ds
dhBKhBhBhAhAK

s

  (2.78) 

Тут і в подальшому викладі під виразом )2,1()( 2
]1[ =jxK j  розуміється 

)2,1())(),(( 2020
]1[ =γε jxxK j . З (2.78) отримуємо 
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)([
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(
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]0[
22

]1[
1

]1[
]0[

1
]1[]0[

2

]0[2]0[
22]0[
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]0[

1
]0[

1

]1[
2

]0[
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2
]0[

2
]0[

1
]0[

1

]1[
1

]0[
11

]1[
2

]0[
22

]1[
1

]1[
]0[

1
]1[]0[

2

]0[2]0[
22]0[

2
]0[

1
]0[

1

]1[
2

]0[
]0[

2
]0[

2
]0[

1
]0[

1

]1[
1

hhKhhK
ds

dhbK

ds
dhKhbhbKb

ds
dhKhbbKb

hhKhhK
ds

dhbK

ds
dhKhbhbKb

ds
dhKhbbKb

s

s

−ε−−−ε−−
φ

+ε−=

=
φ

−+−+
φ

+−

ε−ε−
φ

−ε−=

=
φ

−++
φ

−+

  (2.79) 

Складаючи і віднімаючи рівняння (2.79), отримуємо наступну систему 

рівнянь для визначення ]1[
1b  і ]1[

2b : 

           
.][

,2]
2

[

]1[
]0[

1
]0[

2
]0[

1
]0[

1
]1[

2

]0[
]0[

2
]0[

2
]0[

1
]1[

1

]1[]0[
2

]0[]0[
2]0[

2
]0[

1
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2
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1
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1
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1

−

+

−
φ

=+
φ

−

−ε−=
φ

−+

D
ds

dbhKbhKb
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dKbKhb

DK
ds

dK
bKhbbKb s

         (2.80) 

 Тут  
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()
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()
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(

]0[
11

]1[
2

]0[
11

]1[
2

]0[
22

]1[
1

]0[
22

]1[
1

]0[
11

]1[
2

]0[
11

]1[
2

]0[
22

]1[
1

]0[
22

]1[
1

hhKhhKhhKhhKD

hhKhhKhhKhhKD

−ε−−ε+−ε−−ε=

−ε−+ε+−ε−+ε=

−

+

  

                                                                                                                           (2.81) 

Враховуючи що 
ds

db
]0[

]0[
2 ~ φ  і нехтуючи 2

]0[

)(
ds

dφ , отримуємо з (2.80) 

                          .1,12
]0[

1

]1[

]0[
1

]0[
2]1[

2]0[
1

]1[
]0[

1

]0[
2]1[

1
−+ −

φ
=−ε−= D

hKds
d

K
K

bD
KK

K
b s               (2.82) 

Другий член розкладу проекції головного вектора внутрішніх зусиль в бетоні 

на напрямок вектора 2e  відповідно до (2.28б) визначається з формули 
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                 ].)([2
2/

2/

2/

2/
2

]0[
120

]1[
2

]1[
12

]0[
2/

2/
2

]1[
12

]1[
2 ∫ ∫∫

− −−

εγ+ε=σ=
h

h

h

h

h

h
б dxGdxGbdxbQ                   (2.83) 

Використовуючи (2.75), знаходимо 

                   ].)(2
2

[
2/

2/
2

]0[
122

]1[3]1[
3

0]1[
2 ∫

−

εγ+−=
h

h
б dxGhaGbQ                           (2.84) 

Проекція зусилля у верхній арматурі на напрямок вектора 2e  (тобто 

зрізаючий зусилля в ній) визначається за формулою 

                        .)(
2

)( ]1[
311211

]1[
12

]1[
2, aShdGShGQ a

au −=ε=                               (2.85) 

                           Аналогічно для нижньої арматури отримуємо 

                                                               .)(
2

)( ]1[
322222

]1[
12

]1[
2, aShdGShGQ a

ad −=−ε=                            (2.86) 

                             З умови рівноваги маємо 

                                                           .0]1[
2,

]1[
2,

]1[
2,

]1[
2, =+++ Aduб RQQQ                                     (2.87) 

                Враховуючи (2.81) - (2.87), отримуємо 

     
)]}.()([/{])(2

sincos)cossin([2

2212
3]0[

2/

2/
2

]0[
122

]1[

]0[]1[
1,

]0[]1[
2,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]1[]1[
3

hdShdSGhbGdxGb

RRRRa

dua

h

h

OOOO

++εγ−

−φ+φ−φ+φφ−=

∫
−

    (2.88) 

       Аналогічно (2.87) отримуємо рівність 

                                 .0~ ]1[
1,

]1[
1,

]1[
1,

]1[
1, =+++ Oduб RQQQ                                     (2.89) 

Відповідно до закону Гука маємо для зусиль в арматурі 

                         22
]1[

11
]1[
1,11

]1[
11

]1[
1, )(,)( ShEQShEQ adau −ε=ε=                           (2.90) 

 

З (2.76) і (2.82) випливає 

                      
].)([

],)([

]1[

2
2

]0[
1

2
]0[

]1[
2

]1[
1,

]1[

1
1

]0[
1

1
]0[

]1[
1

]1[
1,

ds
dhD

h
hD

K
h

ds
dSEQ

ds
dhD

h
hD

K
h

ds
dSEQ

sad

sau

ϕ
++−

φ
+ε=

ϕ
−+

φ
+ε=

−+

−+

           (2.91) 

 Проекція головного вектора внутрішніх зусиль в бетоні на напрямок 
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вектора 1e  для другого наближення визначається з формули 
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−
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h
b dxbQ                                            (2.92) 

Використовуючи (2.29б), (2.76) і (2.82), маємо 
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Тут введено позначення 
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З (2.92) і (2.93) отримуємо 
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                                                                                                                           (2.95) 

Зауважимо, що ]0[~
sε  залежить тільки від величин, знайдених на попередньому 

кроці, тобто в першому приближенні. 

Аналогічно (2.57) головний момент внутрішніх зусиль у другому 

наближенні в перерізі Π щодо осі, що збігається з напрямком вектора 3e , 

визначається за формулою 
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З (2.96) отримуємо 
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Так само як і ]0[~
sε , ]0[

3
~M  виражається тільки через величини, знайдені в 

першому наближенні. 

 Аналогічно (2.62) маємо 

                                                         .~ ]1[
2,

]1[
3

OR
ds

dM
=                                            (2.99) 

Звідси і з (2.98) знаходимо 

               
ds

Md
ds

dDRR
ds

dH OO

]0[
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]1[
]1[]1[

2,
]1[]1[

1,2

]1[2 ~
]1)[cossin( −=

φ
−φ−φ+

φ .       (2.100)      

Аналогічно (2.71) це рівняння можна записати так 

                         
ds

Md
RR

ds
dH OO

]0[
3]1[]1[

2,
]1[]1[

1,2

]1[2 ~
cossin −=φ−φ+

φ .                   (2.101) 

 

Зауваження. Аналогічним чином могуть бути побуловані 

диференціальні рівняння для наступних наближень. Вони мають такий же 

вигляд, як (2.101). Кілкість потрібних наближень визначається абсолютною 

величиною відповідного додатку в асимптотичному розкладі прогину 

консолі. Якщо вона стає меншою ніж деяка величина, яка пов’язана з 

потребною точністю  обчислень, побудову наближень можна припинити.  
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У цьому параграфі побудовано диференціальне рівняння згину елементу 

залізобетонного каркасного спорудження (2.69) другого наближення (φ[1] - 

друге наближення кута повороту поперечного перерізу, )(~ ]0[
3 sM виражається 

через величини, знайдені в першому наближенні).  

 

2.4 Застосування методу малого параметру при дослідженні плоского 

поздовжньо-поперечного згину залізобетонної консольної балки  

Досліджується плоский поздовжньо-поперечний згин консольної балки, 

виготовленої із залізобетону, з урахуванням фізичної та геометричної 

нелінійностей, диференціальні рівняння якого запропоновані в пункті 1 цього 

розділу. При цьому передбачається, що матеріал арматури по своїм 

дефомаційним властивостям мало відрізняється від лінійно пружного. 

      Розглянемо плоский згин армованої консольної балки, що знаходиться 

під дією двох сил F1 и F2 (рис. 2.3). Поперечний переріз балки представлено 

на рис. 2.4.  

 
Рис. 2.3  Схема деформації консольної балки при плоскому згині 

 

      У п. 2.1 кут повороту φ (s) поперечного перерізу балки, абсциса якого 

в недеформованому стані балки дорівнює s, представлений в наступному 

вигляді: 

                                            φ (s) = φ[0] (s) + φ[1] (s),                                       (2.102) 
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причому перше наближення φ[0] (s) визначається з диференціального 

рівняння  

                   0]1)[cossin(
]0[

]0[
2,

]0[
1,2

]0[2
=

φ
−φ−φ+

φ
ds

dDRR
ds

dH OO ,            (2.103) 

де 
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               (2.103а) 

 ( 02
0]0[

1 ,
1

EEE
ν−

=  − модуль пружності бетону, ν − коефіцієнт Пуассона;   J − 

момент інерції поперечного перерізу,   Еа − модуль пружності арматури; S1 і 

S2 − площі поперечних перерізів верхньої і нижньої арматури; S = bh; 

розміры h, h1 и h2 показані на рис. 2.4).  

 
Рис.2.4 Поперечний переріз балки 

 

Надалі будемо вважати, що балка армована симетрично, тобто що S1 = 

S2 и h1 = h2. Беручи також до уваги, що RO,1 = −F1 і RO,2 = −F2, представляемо 

(2.103) в наступному вигляді: 

                                      ,0)cosαsinφ(1 ]0[[0]
22

]0[2
=φβ−−

φ
lds

d                          (2.104) 
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де  

                                                 .,
2

2
2

1
H
lF

H
lF

=β=α                                        (2.104а) 

Користуючись малістю кута φ[0], представимо sin φ[0] і cos φ[0] так 

                                                    
2/)(1cos

,6/)(sin
2]0[]0[

3]0[]0[]0[

φ−=φ

φ−φ=φ
 

і будемо шукати рішення рівняння (2.104) за наступною схемою:  

                                 ]}.
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)([{1 2]0[3]0[
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22

]0[
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2
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n
n

lds
d φ

−β−
φ
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φ +                    (2.105) 

Припускаючи, що 0]0[
0 =φ , знаходимо 

 

                                                          22

]0[
1

2
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d β

−=
φ .                                          (2.106) 

Двічі інтегруючи по s, отримуємо 
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−=φ+
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φ .                     (2.107) 

З гранічных умов  

                                                    0)(,0)0( =
φ

=φ l
ds
d                                        (2.108) 

(друге випливає з равності Mz (l) = 0 ) знаходимо 

                                                         с0 = l
β , c1 = 0.                                          (2.109) 

      Зауважимо, що величини α і β малі, в чому можна переконатися на 

конкретному прикладі, наведеному нижче. Підставляючи ]0[
1φ  в праву частину 

(2.105), двічі інтегруючи по s і обмежуючись складовою частиною другого 

порядку малості по α і β, отримуємо 

                                                       ∑
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ks .                                          (2.110) 

де 4
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2 lll
αβ

−=Φ
αβ

=Φ
β

−=Φ . 

Коефіцієнти ]0[
0Φ  и ]0[

1Φ  визначаються з граничних умов (2.108): 
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      Для складової φ[1] другого наближення в (2.102) в разі симетричного 

армування маємо наступне диференціальне рівняння:  
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 ( [0]
sε −поздовжня відносна деформація осі балки в першому наближенні, K0 і 

G0 - початкові, тобто відповідні лінійно пружній деформаціі модулі об'ємного 

стиску  і  зсуву   бетону,   3/)( ]0[
33

]0[
22

]0[
11

]0[
0 ε+ε+ε=ε   −   величина   середнього  

подовження, +εε−εε−ε+ε+ε=γ ]0[
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23 ε+ε  

 − октаедрична деформація зсуву, ]0[
ijε  − елементи тензора скінчених 

деформацій в точках балки, визначені в першому наближенні).  

  Величини,  що стоять в правих частинах рівності  (2.113), являють  со- 
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бою функції координати s (за винятком ]0[
1K  і ]0[

2K , які є константами, і ]1[
1K  і 

]1[
2K , які є функціями координати х2), проте аргумент х2 цих функцій не 

вказано, за винятком випадків, коли цей аргумент приймає певне значення.      

Функції )(]1[
0εK  і )(]1[

0εG  фігурують в наступному представленні січного 

об'ємного модуля пружності і січного модуля зсуву для нелінійно пружного 

матеріалу: 
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      Надалі обмежуємося випадком, коли 
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де −+−+ ]1[]1[]1[]1[ ~,~,~,~ GGKK  − постійні величини. 

      У додатку А показано, що 

                               

.0),()1(
2
1

)],2)([
2
1

,)1(

22
]0[

3

2
]0[

]0[
1

]0[
2

2
2
2

*
3

2
]0[

]0[
1

]0[
2

===+−=

ψ+=

ψ−−=

[0]
23

[0]
13

[0]
33

[0]
s

[0]
12

[0]
s

[0]
22

[0]
s

[0]
s

[0]
11

εεεεε

ε-(ε

εεε

xda

x
K
Kxda

x
K
K

                  (2.116) 
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 (Ga − модуль зсуву арматури). 

   Зауважимо, що [0]
s

*
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]0[]0[ εи,, αψφ  можуть бути представлені так: 
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де 
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      Зауважимо, що при симетричному армуванні Es,1 = 0. 

      Відповідно до (2.115) обчислення інтегралів при визначенні величин *]1[
1

~E  

і **]1[
1

~E  в (A.12) (додаток А) залежить від координати х2,п нейтральної лінії в 

даному перерізі, яка визначається рівністю 

                                                          ε11 = 0.                                                    (2.119) 

      Враховуючи (2.118), записуємо це рівняння в наступному вигляді: 

                                                    0]0[
2 =ψ− x[0]

sε .                                          (2.120) 

Беручи до уваги, що балка симетрично армована, отримуємо з (2.120)  

                                        ]0[]0[2
2,,2 /)( φβφβ+α= lEx sn .                                 (2.121) 

Якщо розглядати випадок, коли β2 << |α|, то (2.121) значно спроститься  

                                                 ]0[
2,2 / φβα= lEx sn .                                         (2.122) 

 Положення нейтральної лінії при α> 0 і β> 0 показано на рис. 2.5. У 

цьому випадку верхня зона є зоною стиску, а нижня - зоною розтягу. 

 
Рис. 2.5 Положення нейтральної лінії при α > 0 і β > 0 
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Координата sn, яка визначає точку перетину нейтральної лінії з 

верхньою або нижньою поверхнею балки, знаходиться з умови  |x2,n|  =  h / 2.  

З (A.21) випливає, що ζn = sn / l  є коренем рівняння 

                         ./2|,/|)( 2,00
]0[ hlERR s=βα=ζψ                               (2.123) 

Утримуючи в розкладі функції )(]0[ ζψ  перші три члена, отримаємо  
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3

1( 0 β
α

−
α

−= Rlsn                                    (2.124) 

 З (2.122) і (2.123) знаходимо 
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,2 αβ
ζψ
ζψ

= n
n

hx                                  (2.125) 

          Назвемо відрізок балки s ≤ sn ділянкою а. Він містить як зону растягу, 

так і зону стиску. Відрізок балки sn < s ≤ l назвемо ділянкою b. Він містить 

тільки одну зону, знак якої залежить від знака α. Якщо за формулою (2.124) 

виходить, що sn ≤ 0 (легко переконатися, що при цьому |β| ≤ R0 |α| / (1−α/3)), 

то це означає, що балка складається тільки з однієї ділянки b.  Якщо ж з 

формули (2.124) випливає, що sn ≥ l (це можливо тільки при α < 0 і |β|  ≥ 3R0 ), 

то балка складається тільки з ділянки а. При R0 |α| / (1−α/3) < |β| < R0 балка 

містить обидві ділянки. 

           Враховуючи що *
3a ∼β2, і залишаючи величини першого порядку 

малості щодо α і β, отримуємо 

               |,|
3
2),)(1(

3
1 ]0[

2
]0[]0[

3
]0[

0
]0[

2
]0[

]0[
1

]0[
2]0[

0 ψ−ε=γψ−ε−=ε xKx
K
K

ss        (2.126) 

де  .)/(4/21 2]0[
1

]0[
2

]0[
1

]0[
2

]0[
3 KKKKK ++=  

З (2.113а), (2.115) и (2.126) випливає 

                        [ ] [ ] .~)2(
3
2~)1(~ *]1[

]0[
1

]0[
2*]0[

0
]1[

]0[
1

]0[
2*]1[

1
[0]
0γG

K
KK

K
KE ++ε−=                 (2.127) 

Прийнято наступні позначення: 

                         [ ] [ ] ∫∫
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         Використовуючи (2.127), знаходимо 

                  
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] ).)sgn(~)sgn(~(
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0
]1[

εψ−ε=γ
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GGKG

KK
K
KK s

       (2.128) 

        Якщо ж поперечний переріз знаходиться на ділянці а, то 

        

[ ]
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n
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u
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h
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n
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h

x

u
x

h

d
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KKhdxxKdxxKK

xhKKdxxKdxxKK

n

n

n

n
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−−=+=

∫∫

∫∫

−

−

   (2.129) 

( dK ]1[~   и  uK ]1[~  − значення коефіцієнта ]1[~K  в нижній і верхній зонах, які 

дорівнюють +]1[~K  або −]1[~K  в залежності від знака ]0[
11ε ; таке ж зауваження 

можна зробити щодо dG ]1[~  і uG ]1[~ ). 

          Аналогічно отримуємо 

              
[ ]

[ ] )].~~()~~(
8

[
3

)(sgn~

),
4

)(~~(
2

)(sgn)sgn(~

]1[]1[3
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]1[]1[
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2
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GGxGGhdG
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ε

−=

−+
ε

−=ε
       (2.130) 

  Тут )(sgn ]0[
11εd  − знак  ]0[

11ε  в нижній зоні. 

              Підставляючи (2.129) і (2.130) в (2.127), отримуємо 

)]~~()~~(
8

[()2)((sgn
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3
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1
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2]0[

11

]1[]1[2
,2

2
2

]0[
1

]0[
2*]1[

,1,1
*]1[
,2,1

]0[*]1[
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n
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a
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n
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K
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KKxKKh
K
KE

GGxhK
K
Kd

KKxh
K
KEEEE

+−−+ε−

−−−+−=

+−+ε−

−−−−=−ε= [0]ψ

(2.131) 

  



95 

( *]1[
,1

~
aE  − значення *]1[

1
~E  на ділнці а). 

           Якщо переріз знаходиться на ділянці b, то 

             
[ ] [ ]

[ ] [ ] 12/~)sgn(~,0)sgn(~

,12/~~~,0~~

]1[3]0[
11

**]1[*]0[
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і тоді 
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27
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K
KKh

K
KEE bb +ε+−==   (2.133) 

тобто 

                                                   .~ ]0[*]1[
,2,1

*]1[
,1 ψ−= bb EE  

              Аналогічно знаходимо для ділянки а 
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Використовуючи представлення (2.125) для х2,n, отримуємо  
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                      (2.135) 
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    (2.136)
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Для ділянки b будемо мати 
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27
1~

36
1

]0[**]1[
,1,1

**]1[
,1

**]1[
,2,1

]1[3]0[
5

]1[3]0[
4

**]1[
,1,1

sbb

bb

EE

EGhKKhKE

ε=

=+= т.е.
                 (2.137) 

З (2.113а) знаходимо 
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 (2.138) 

Використовуючи (2.115), отримуємо для ділянки а 
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    (2.139) 

З (2.126) випливає 

                         ,)2/()2/( 2
2]0[]0[

1
2]0[]0[ ∆ψ+ε±∆ψ−ε=∆±

ss h                        (2.140) 

де для ділянки а     
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97 

і для ділянки b 

                              .3/)~4~( ]1[]0[
5

]1[]0[
421 GKKKb −=∆=∆=∆                         (2.140б) 

          Використовуючи (2.140), запишемо формулу (2.113) так: 

                
.)](4/)([)(

)([)]()([
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212
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2,1
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ψ−∆−∆+ψε∆+∆−

−++ε−∆−∆=

bEhDhD

EEbbEDM
       (2.141) 

          Утримуючи в (2.141) величини до другого порядку малості, отримуємо 
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              (2.142) 

           З (2.134) і (2.135) випливає, що коефіцієнти A, B і С на ділянці а 

можуть бути представлені так 
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ζψ−=−∆−∆=

ψ+=ψ+=ψ+= −−−

   

  З (2.133) і (2.136) отримуємо наступні значення А, В і С на ділянці b: 

                              
./)(2[

,0,,0

2
**]1[

,2,1
**]1[

,1,12,1

]0[
1,1

lEEEbDB

CBBA

bbbb

bbb

++∆−=

=ψ==
                           (2.144) 

            Аналізуючи вирази (2.143) і (2.144), а також формули для величин, що 

фігурують в них, можна прийти до наступних висновків: 

при зміні знака β величини коефіцієнтів А, В і С залишаються  незмінними, 

але А і С змінюють знак. Тому ці коефіцієнти можуть бути представлені так: 

                                    ),sgn(),sgn( β=β= ++ CCAA                                      (2.145) 

де А+ і С+  обчислюються при позитивних значеннях β. 

           Аналогічно рішенням рівняння (2.103) будемо вирішувати рівняння 

(2.112) методом послідовних наближень за наступною схемою: 
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                             .)(1 ]1[
0,3]1[]0[

22

]1[
1

2

ds
dM

H
l

lds
d

n
n −φβφ+α=
φ +                               (2.146) 

Вважаючи 0]1[
0 =φ  і двічі інтегруючи по s, знаходимо 

                                     .][1
10

#]1[
0,3

]1[
1 cscM

H
++−=φ                                      (2.147) 

Знак # тут означає наступне: 

                                                 ∫ ττ=
s

dff
0

# )(][                                               (2.148) 

(аргумент s функції [ f ]# в подальшому вказувати не будемо, за винятком 

випадків, коли цей аргумент набуває конкретного значення). 

            Надалі обмежимося першим наближенням, тому нижній індекс 1 у ]1[
1φ  

пропустимо. 

            З граничної умови φ[1] (0) = 0 випливає, що с1 = 0. Значения с0 

визначається з другої граничної умови 

                                      .0)(1)( 0
]1[
0,3

]1[
=+−=

φ lclM
H

l
ds

d                               (2.149) 

            Враховуючи що 0)(]0[ =ψ l , отримуємо з урахуванням (2.142) 

                                                    ./2
0 HlAc α=                                               (2.150) 

             Будемо вважати, що 0|| R<β (обчислення показали, що в іншому 

випадку в балці виникають деформації, що виходять за межі висхідних гілок 

діаграм розтягу і стиску). Тоді в балці обов'язково буде присутня ділянка b. 

Відповідно до (2.144) С0 = 0 і тоді (2.170) з урахуванням (2.167) приймає 

наступний вигляд: 

                                ).][][]([1 2##2#]1[ β+αβ+α−=φ CBA
Н

                        (2.151) 

 Використовуючи (2.143), отримуємо при s < s0 (коли переріз на ділянці а) 
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Після інтегрування по s отримуємо 
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=ζ+=
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           (2.153) 

При s ≥ sn (тобто коли переріз знаходиться на ділянці b) з (2.105) отримуємо 
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              (2.154) 

Тут ∫ ττ=
ns

n dfsf
0

# .)()(][  

       З (2.151) − (2.154) випливає, що )(]1[ sφ  має на відрізках ],0[ ns  (ділянка 

а)  і ],[ lsn  (ділянка b) різні аналітичні вирази )(]1[ saφ  і )(]1[ sbφ , а отже, різні 

розклади в степеневі ряди: 
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∞
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k
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k
kaa ss                              (2.155) 

причому, згідно (2.141) коефіцієнти цих розкладів можуть бути представлені 

в наступному вигляді: 
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,1 βΦ+αβΦ+αΦ=Φ kkkk                               (2.156) 

де ]1[
,,,1

]1[
,,1

]1[
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]1[
,1 , jkajkkak Φ=ΦΦ=Φ  на ділянці а и ]1[

,,,1
]1[
,,1

]1[
,,1

]1[
,1 , jkbjkkbk Φ=ΦΦ=Φ  на 

ділянці b ( j = 1,2,3). 

       З (2.102), (2.110) і (2.111) випливає, що 
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                       (2.157) 

Тут Φ1,k − коэфіцієнти розкладу 
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                                                  ∑
∞

=
Φ=φ

1
,1 .

k

k
k s                                                 (2.158) 

       Зводячи (2.158) в квадрат і утримуючи складові, що містять ступені α і 

β до другої включно, знаходимо 
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2,,0
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2
2

2,13,11,14,2

2

2
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β
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β
=Φ=Φ=Φ

               (2.159) 

В (2.159) представлені перші чотири члени розкладу 

                                                  ∑
∞

=
Φ=φ

1
,2

2 .
k

k
k s                                               (2.160) 

       При малих поздовжніх деформаціях осі балки мають місце такі 

співвідношення [262]: 

                                        1cos)(',sin)(' −φ=φ= susv                                    (2.161) 

(v(s) − вертикальне переміщення точки осі балки, и(s) − горизонтальне). 

  Враховуючи малість φ, знаходимо з (2.161) 

                                        #2# ][
2
1)(,][)( φ−=φ= susv                                     (2.162) 

 

(з приводу позначень див. (2.148)). 

       Тоді 

                 
).

2583
(

2
)(

,][
120246

)
3

1(
2

)(

5432

#]1[5
4

4
3

2
2

2

ssssu

s
l

s
l

s
l

s
l

sv

+−
β

−=

φ+
αβ

−
αβ

+
β

−
α

−
β

=
           (2.163) 

 

       З (2.151) отримуємо 

                           ).][][]([1][ 2####2###]1[ β+αβΒ+α−=φ CA
H

                    (2.164) 

Використовуючи (2.153) знаходимо для s ≤ sn 
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,1
##

ζ+ζα−−ζα−=ζ

ζ−ζα−=ζ

α−ζ−ζ−α−α−=ζζ=ζ

ζζ−α−+ζ=

ζζ−α−+ζ=

ζζ−α−+ζ=

−

−

−

g
g

gg

glRCglCC

glRBglBB

glRAglAA

naaa

naaa

naaa

   (2.165) 

Введемо позначення 

                                             ./)(,/)( llullv =ξ=η                                         (2.166) 

Тоді 

                          .80/37,/)(][15/23/ 2#]1[ β−=ξφ+αβ−β=η ll                     (2.167) 

Приклад 2.1 (квазістатичний згин одновимірної моделі). Розглянемо згин 

залізобетонної консольної балки, що знаходиться під дією двох сил: 

постійної сили F1 і сили F2, величина якої зростає від нуля до =∗
2F 7.5 кН . 

довжина балки l = 8 м, розміри поперечного перерізу: b = 0,8 м, h= 0,28 м, 

матеріал - бетон класу В35. Армування симетричне - 12 стержнів діаметром 

10 мм, матеріал - сталь А-III. Сила F1 − стискаюча: F1 = − 196,2 кН.  Графіки 

залежності прогинів кінця консолі від сили F2 представлені на рис. 2.6.  

 

 

Рис. 2.6  Графіки залежності прогину консолі від величини сили F2  
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(Крива 1 - без урахування нелінійності, крива 2 - при урахуванні 

геометричної нелінійності і крива 3 - при урахуванні фізичної та 

геометричної нелінійностей). 

 У цьому параграфі детально описаний алгоритм застосування методу 

малого параметра при дослідженні нелінійного згину залізобетонної 

консольної балки. Результат застосування алгоритму продемонстровано на 

конкретному прикладі. 

 

2.5 Дослідження нелінійних коливань одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної будівлі при сейсмічному впливі за допомогою 

методу малого параметру 

Досліджуються нестаціонарні коливання зосередженої маси, 

розташованої на кінці вертикальної залізобетонної колони (рис. 2.7) в тому 

випадку, коли точка закріплення колони здійснює горизонтальні коливання 

при заданому законі зміни прискорення W =W(t). 

Залежності між переміщеннями кінця консолі і діючими на неї силами 

 визначені в параграфі 2.2 цього розділу.  

           Показано,  що   складові  ξ  і η переміщення 

 кінця     консолі    можуть    бути    визначені    за  

формулами 

      
.)(][1)

5
21(

3
,

80
37 #]1[2 l

l
φ+α−

β
=ηβ−=ξ   (2.168) 

Тут ξ = u ( l ) / l, η = v ( l ) / l, α = F1x l2
 / H, β = F2y 

l2
 / H ( l −  довжина консолі, u(l) і  v(l) − 

переміщення кінця балки в напрямку осей х і у 

відповідно, F1x і F2y − проекції сил F1 і F2, 

прикладених   до   балки,   на   ці   осі   (рис.  2.6,  

     Рис.2.7 Схема моделі       повернений на 900 проти годинникової стрілки)).  

                                                 У   разі  симетричного  армування   величина  Н  
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визначається з формули    

                                               2
11

]0[
1 2 hSEJEH a+=                                        (2.169) 

( )1/( 2]0[]0[
1 ν−= EE ,  Е[0]  −  модуль лінійної пружності основного матеріалу, 

ν − його коефіцієнт Пуассона; J = dh3 / 12 −  момент інерції поперечного 

перерізу, Еа  − модуль пружності арматури; S1 − площа перерізу верхньої і 

нижньої арматури, S = dh; розміри d, h і h1 показані на рис. 2.7). 

           Величина  )(][ #]1[ lφ  визначається з формули 

                  ),)(][)(][)(]([1)(][ 2####2###]1[ β+αβ+α−=φ lClBlA
H

l            (2.170) 

           Вирази для величин [A]##( l ), [B]##( l ) і [C]##( l ), що входять в праву 

частину (2.170), наводяться в п. 2.4. Відзначимо тільки, що вони є 

безперервними функціями параметрів α і β при |β| ≥ βο , при цьому [A]##( l ) і 

[C]##( l ) є кососімметрічнимі функціями β, а  [B]##( l ) − сімметричною: 

                 [A]##( l ) = [A]##+( l )sgn(β),  [C]##( l ) = [C]##+( l )sgn(β),              (2.171) 

                 [B]##( l ) = [B]##+( l ), 

де [A]##+( l ), [B]##+( l ) и [C]##+( l ) обчислені при β > 0.  

         З (2.170) і (2.171) випливає, що рівність (2.168) може бути записана 

так 

                             
))sgn()(][)(][

)sgn()(]([1)
5
21(

3
2####

2##

ββ+αβ+

+βα−α−
β

=η

++

+

lClB

lA
lH                         (2.172) 

де [A]## ( l ), [B]## ( l ) и [C]## ( l ) залежать від того, чи містить балка ділянку,  

що складається з розтягнутої і стиснутої зон. При  |β|  ≤  βο (  βο = =Ro |α| / (1 − 

α/3) )  балка такої ділянки не містить, тобто вона цілком складається з однієї 

зони - розтягнутої або стиснутої - в залежності від знака α. В цьому випадку  

                        ),0,1()(][,0)(][)(][ 5
2

,1
###### glBlBlClA b===                    (2.173) 

    ( ]
3

)3/1()3/1()()3/1[(
2
1),(

33
2

5
n

nnng ζ−α−−ζ−α−
+ζ−ζζ−α−=ζζ ). 

        У п. 2.4 показано, що B1,b являє собою постійну величину, що залежить 
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 від пружних властивостей основного матеріалу і арматури, а також від 

геометричних характеристик поперечного перерізу.  

        Нехай тепер |β| > βο . У цьому випадку (п. 2.4) колона складається з двох 

ділянок: а і b (рис. 2.7). На першому з них в балці є дві зони - стиснута і 

розтягнута, друга ділянка містить тільки одну зону. Довжина sn ділянки а 

визначається за формулою  

                              .2|,|
3

1, 2,
00 h

lE
RRls s

nnn =
β
α

−
α

−=ζζ=                       (2.174) 

    Коефіцієнти  [A]##( l ), [B]##( l ), [C]##( l ) визначаються так 

               

).()(][)(][)(][

),,1()()(][)(][)(][

),()(][)(][)(][

#####
5

2
,1

#####

#####

nnana

nbnnana

nnana

slsCsClC

glBslsBsBlB

slsAsAlA

−⋅+=

ζ+−⋅+=

−⋅+=

        (2.175) 

     У п. 2.4 показано, що при β = βο  [A]##(l) и [С]##(l) перетворюються на 

нуль, [В]##(l) стає рівним B1,b l2g5(1,0), тобто функція  η = η (β) неперервна в 

цьому випадку. Можно показать, что η = η (β) монотонна, а отже, оборотна. 

Зауважимо, що перший доданок в правій частині (2.167) є лінійною функцією 

β, а другий - нелінійною. Функція, зворотна лінійної складової η = η (β) 

виглядає так: β = 3η / (1 − 2α / 5), тому функцію, зворотну η = η (β), будемо 

шукати в наступному вигляді: 

                                           .)
5
21/(3 3η+η+α−η=β VU                                 (2.176) 

      Зауваження 2.1. Нехай α фіксоване. Задамося двома значеннями β: β1 і β2 

і знайдемо два відповідних значення η: η1 і η2  з (2.197). Підставляючи 

послідовно β1, η1 і β2, η2  в (А.20), отримуємо два рівняння щодо U і V, звідки 

їх і визначаємо.  

            Запишемо основне рівняння динаміки для маси М  

                                               PJRRa +++= 021m .                                     (2.177) 

Тут m і a − маса і прискорення точки М, R1 і R2 − вертикальна і горизонтальна 

 реакції деформованої балки (R1 = −F1, R2 = −F2), J0 − сила інерції, викликана  
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рухом опори,  J0 = −mW. 

Проектуючи (2.177) на осі координат і ділячи обидві частини рівності 

на ml, отримуємо 

                                ).(1, 32

2

32

2
tW

mlml
H

dt
d

ml
H

l
g

dt
d

−β−=
η

α−−=
ξ               (2.178) 

З першого рівняння (2.178) знаходимо 

                                               2

232

dt
d

H
ml

H
mgl ξ

−−=α .                                    (2.179) 

У першому наближенні приймемо, що 

                                                              02

2
=

ξ
dt
d ,                                             (2.180) 

звідки випливає 

                                                      ,,
2

H
mgl

=ρρ−=α                                     (2.181) 

тобто α = const.  

       Обмежимося випадком, коли W(t) представимо в наступному вигляді: 

                                                           W (t) = wo sin pt ,                                   (2.182) 

при  t ≥ 0 і W ( t ) = 0 при t < 0. Підставляючи (2.176)     і  (2.182) в друге 

рівняння (2.178), отримуємо  

                     ,sin])
4,01

2,1[(
3

03
2

2
2

2
pt

ml
wVU

dt
d

−η+η+
α−

αω
−=ηω+

η             (2.183) 

де .3
3ml

H
=ω  

       Введемо в (2.183) безрозмірний час τ за допомогою заміни t = τ / ω. 

Тоді це рівняння прийме наступний вигляд: 

                          t
ml

wVU λ
ω

−η+η+
α−

α
−=η+η sin))

4,01
2,1((

3
1

2
03                  (2.184) 

(λ = p / ω,  крапка означає диференціювання по τ).  

Обчислення показують, що співвідношення, наведені в п.2.4, 

справедливі при |η| ≤ ηο = 0,03 ÷ 0,05. Зробимо в (2.182) заміну ζ = η / ηο : 
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                          .sin),(),,( 0
3

11 λτ+ζ+ζ=τζτζε−=ζ+ζ WVUFF               (2.185)   

Тут .,
3
1),

4,01
2,1(

3
1

0
2

0
0

2
011

ηω
=η=+

α−
α

=
l

wWVVUU   

Оскільки велічини U1, V1 і E0  в розглянутому класі задач 

передбачаються малими, то в рівнянні (2.185) введений формальний малий 

параметр ε, який дозволить знайти рішення рівняння, користуючись 

асимптотичними методами розкладання за цим параметром. Потім в 

отриманому рішенні слід ε замінити одиницею. 

      Введемо змінні а і b наступним чином: 

                                 .cossin,sincos τ+τ−=ζτ+τ=ζ baba                       (2.186) 

       Продиференцируємо другу рівність (2.186) по τ і підставимо в (2.210). 

Крім того, продиференцируємо першу рівність (2.186) по τ і прирівняємо 

правій частині другого. В результаті отримаємо 

                                 
).,sincos(cossin

,0sincos
ττ+τε−=τ+τ−

=τ+τ

baFba
ba



                   (2.187) 

      Розглядаючи (А.11) як систему рівнянь щодо a  и b , знаходимо 

                                   
.cos),sincos(),,(

,sin),sincos(),,(
),,,(),,,(

τττ+τ−=τ
τττ+τ=τ

τε=τε=

baFbaB
baFbaA

baBbbaAa 

                       (2.188) 

       Провівши нескладні викладки, знаходимо, що 

      

].)1sin()1[sin(
2

)]4sin2sin2()4cos1(3)4sin2sin2(3

)4cos2cos43([
8

]2sin)2cos1([
2

),,(
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)]4cos2cos43()4sin2sin2(3)4cos1(3

)4sin2sin2([
8

)]2cos1(2sin[
2

),,(

0

322

311

0

322

311

τ+λ+τ−λ−

−τ−τ+τ−+τ+τ+

+τ+τ+−τ+τ+−=τ

τ+λ−τ−λ+

+τ+τ−+τ−τ+τ−+

+τ+τ+τ−+τ=τ

W
babba

aVbaUbaB

W
babba

aVbaUbaA

 (2.189) 

       Зауважимо, що (2.188) є так званою "стандартною" системою [121].  
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Побудова наближеного рішення її будемо проводити методом усереднення 

по явно існуючому часу, тобто в першому наближенні замість (2.188) 

розглянемо рівняння 

                                                     
),,(

),,(

0

0

baBb

baAa

ε=

ε=



                                            (2.190) 

де 

                ∫∫
ππ

ττ
π

=ττ
π

=
2

0
0

2

0
0 .),,(

2
1),(,),,(

2
1),( dbaBbaBdbaAbaA            (2.191) 

       Неважко переконатися, що 

                                    
).(

8
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2
),(

),(
8

3
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),(

2211
0

2211
0

baaVaUbaB

babVbUbaA

+−−=

++=
                          (2.192) 

       З (2.190) і (2.291) випливає, що 

                                                   
),(
),(

1

2
baf
baf

bd
ad

−= ,                                           (2.193) 

де 

                                      
),(34),(

),(34),(
22

112

22
111

babVbUbaf

baaVaUbaf

++=

++=
                           (2.194) 

причому 

                                                 
a

baf
b

baf
∂

∂
=

∂
∂ ),(),( 21 .                                     (2.195) 

       З (2.195) випливає, що (2.193) може бути представлено у вигляді 

рівняння в повних диференціалах 

                                  0),(),(),( 21 =+= bdbafadbafbadF ,                      (2.196) 

де   

                                222122
1 )(

4
3)(2),( baVbaUbaF +++= .                     (2.197) 

Рівняння (2.196) має перший інтеграл 

                                                       CbaF =),(                                               (2.198) 



108 

(C ─ довільна постійна). З (2.196) випливає, що 

                                                constbar =+= 22
0 .                                      (2.199) 

Тоді (2.190) приймає наступний вигляд: 

                                          
.2/)4/3(

,,

0110

00

constrVUR
RabRba

=+=
==


                              (2.200) 

Диференціюючи (2.200) ще раз по τ, отримуємо 

                                               .0,0 2
0

2
0 =+=+ bRbaRa                                 (2.201) 

Загальне рішення системи рівнянь (2.201): 

                                              
τ+τ=

τ+τ=

01,000

01,000

sincos

,sincos

RbRbb

RaRaa
                             (2.202) 

(a0, a0,1, b0 и b0,1 ─ постійні). 

Диференціюючи (2.202) по τ і використовуючи (2.200), знаходимо 

                                                .2/,2/ 01,001,0 abba −==                                 (2.203) 

Тоді (2.202) запишеться так: 

                                             

.2/]4/)(3[

,2/sincos
,2/sincos

2
0

2
0110

0000

0000

baVUR

RaRbb
RbRaa

++=

τ−τ=

τ+τ=

                           (2.204) 

      Функції )(τa  і )(τb  являють собою перше наближення рішення рівнянь 

(2.226). З їх допомогою можна побудувати покращене перше наближення 

[136] 

                                  )()()(),()()( 11 τε+τ=ττε+τ=τ bbbaaa ,                   (2.205) 

де 

                                    

,)],(),,([),,(~
,)],(),,([),,(~

)],,,(~)(),,,(~)(

0

0

11

∫
∫

τ−τ=τ

τ−τ=τ

τ=ττ=τ

dbaBbaBbaB

dbaAbaAbaA

baBbbaAa

                       (2.206) 

причому інтегрування у функціях (2.206) проводиться по явно існуючому в 

них часу τ, а a  і  b  вважаються постійними. Крім того, в якості ),,(~ τbaA  і 

),,(~ τbaB  можуть бути взяті будь-які первісні подинтегральних функцій.        
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Можна переконатися, що  

       

.2/)]1/()1cos()1/()1[cos(
)]4cos2cos4()4sin3)4cos2cos4(3

32/)4sin2sin8([4/]2cos2sin[),,(~
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)]4sin2sin8()4cos2cos4(34sin3
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3
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3
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+τ−τ−τ−τ+τ−

−τ+τ−τ−τ−=τ

+λτ+λ−−λτ−λ+
+τ+τ+τ−τ+τ+

+τ+τ−τ+τ−=τ

E
bbaba

aVbaUbaB

E
bbaba

aVbaUbaA

   (2.207) 

        Величини а0 і b0 є постійними інтегрування. Для їх визначення 

запишемо початкові умови. Будемо розшукувати рішення рівняння (2.184), 

відповідне нульовим початковим умовам:  

                                                                 .0)0(,0)0( =ζ=ζ                                             (2.208) 

        З (2.186) випливає, що ці рівності еквівалентні наступним: 

                                                 .0)0(,0)0( == ba                                           (2.209) 

        Вважаючи в (2.180) τ = 0 і ε = 1, отримуємо з урахуванням (2.204) і 

(2.207) 
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1
)

32
15

4
1(

32
3

,0)]3(
32
5

4
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2
0

113
0

1

2
0
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=
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=+−−

WbaVUbV

baVUa
                (2.210) 

        Зауважимо, що в лінійному випадку (тобто при U1 = V1 = 0) рівняння 

(2.184) з урахуванням співвідношення ε = 1 виглядає так 

                                                ,sin0 λτ−=ζ+ζ Wll
                                        (2.211)   

а (2.210) приймає наступний вигляд: 

                                              .
1

,0 200,0,
−λ
λ

−== Wba ll                                 (2.212) 

В цьому випадку R0 = 0, а отже, )1/(,0 2
0 −λλ−== Eba . Зауважимо, що в 

даній роботі розглядаються нерезонансні значення λ, тобто що знаходяться 

поза деякого інтервалу [1-δ, 1+δ]. Виберемо δ так, щоб |bl,0| = E0 λ / |λ2−1| << 1. 

        Підставляючи (2.212) в (2.182), а звідти в (2.180), отримаємо 
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.

1
)coscos1(sinsin

,
1

sincoscossin

20

20

−λ
τλτ−λ−τλτ

=

−λ
τλτλ−τλτ

=

Wb

Wa
                         (2.213) 

         За допомогою (2.213) знаходимо, що в лінійному випадку 

                                           ,
1
sinsin

20
−λ

τλ−λτ
=ζ W                                          (2.214) 

що співпадає з точним рішенням рівняння (2.176), що задовольняє 

початковим умовам (2.208). 

       Так як U1 і V1 передбачаються малими, то природно розшукувати 

рішення системи рівнянь (2.210)  в  нелінійному  випадку (тобто  при  U1 ≠ 0 і  

V1 ≠ 0), близькі до (2.212). З першого рівняння (2.210) відразу ж отримуємо  

                                                          а0 = 0,                                                    (2.215) 

так як прирівнювання нулю вмісту квадратної дужки призводить до більших 

значень  2
0

2
0 3ba + .   Підстановка (2.215) в друге рівняння (2.210) призводить 

до кубічного рівняння щодо b0: 

                                       0
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)
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1(
32
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200
13

0
1 =

−λ
λ

+++ WbUbV ,                        (2.216) 

рішення якого зручно шукати методом послідовних наближень: 

                                    )
132

3(

4
1

1
20

3
,01

1
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−λ
λ

+
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−=+ WbVUb nn .                    (2.217) 

 Покладемо b0,0 = 0. Тоді виявиться, що 

                                              b0,1 =
)1)(

4
1( 21

0

−λ+

λ
− U

W .                                   (2.218) 

Через малість U1 корінь b0,1 близький до bl,0. Наступні наближення практично 

не відрізняються від b0,1, так як перший доданок всередині дужок в (2.235) 

дуже малий. Таким чином, можна покласти b0 = b0,1.  

Приклад 2.2.  Розглянемо   коливання  залізобетонної  колони  висотою  

l  = 8 м,  на  кінці  якої  розташована  зосереджена  маса m = 10 т,   викликані 
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 горизонтальними коливаннями опори з прискоренням, яке змінюється згідно 

із законом (2.182) при w0 = 0,15 м/с2. Параметри колони, бетону та арматури 

такі ж, як і в прикладі 2.1.      Будемо порівнювати максимальні амплітуди 

нестаціонарних коливань консолі для нелінійної і лінійної задач при γ = 0.05. 

Результати такого порівняння показані на рис. 2.8.  

 
Рис. 2.8  Графіки залежності максимальної амплітуди коливань колони в 

залежності від частоти сейсмічного впливу для лінійної і нелінійної моделей 

 

Графік 1 демонструє залежність максимальних значень переміщення 

вантажу від частоти збурення р (λ = p / ω, ω − частота вільних коливань) в 

разі нелінійної задачі, а графік 2 - аналогічну залежність для лінійної задачі. 

Як випливає з креслення, амплітуди коливань, викликаних 

гармонійними коливаннями опори при урахуванні фізичної нелінійності 

бетону, істотно менше визначених за лінійною теорією. 

У цьому параграфі детально описаний алгоритм застосування методу 

малого параметра при дослідженні нелінійних коливань одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної будівлі.  

Результати досліджень, наведених у  даному розділі, опубліковані в 

роботах [211-215]. 
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2.6 Висновки за розділом 2  

1. Побудовано розклад напружень і деформацій в точках залізобетонної 

балки до рядів за ступенями малого параметра, що характеризує ступінь 

відхилення нелінійної залежності між напруженнями і деформаціями від 

лінійної. 

2. Запропоновано метод побудови диференціальних рівнянь плоского 

згину залізобетонної балки в разі простого навантаження для кожного з 

наближень нелінійної залежності між напруженнями і деформаціями. 

3. Побудовано алгоритм визначення січних модулів пружності для 

бетону при циклічних навантаженнях, які необхідні для вирішення 

нелінійних задач динаміки для залізобетонних балок і рам (додатки А і В). 

4. На основі запропонованого методу побудови диференціальних 

рівнянь згину і їх аналітичного рішення в спеціальних функціях побудовано 

алгоритм вирішення динамічної задачі для одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної споруди  і розглянуто ряд конкретних прикладів для 

гармонійного сейсмічного впливу.                                                  
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РОЗДІЛ 3 

НЕЛІНІЙНІ ПРУЖНОПЛАСТИЧНІ ЗАДАЧІ ДИНАМІКИ 

ЕЛЕМЕНТІВ ТА ОДНОВИМІРНИХ МОДЕЛЕЙ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ 

КАРКАСНИХ СПОРУД 

(метод малого параметру) 

 

3.1 Диференціальні рівняння етапів плоского згину залізобетонної балки 

з урахуванням нелінійного деформування і пластичності матеріалів у 

першому наближенні  

У розділі 2 було запропоновано фізично і геометрічно нелінійна теорія 

згину залізобетонних балок і рам. При цьому передбачався такий діапазон 

навантажень, в межах якого нелінійність бетону була порівняно малою. В 

цьому розділі це обмеження зняте. Для вирішення задачі згину пропонується 

покроковий метод, причому на кожному кроці приріст навантаження такий, 

що нелінійність може вважатися малою, звідки випливає можливість 

застосування методу малого параметра. 

      У розділі 2 було визначено, що елементи тензора скінчених деформацій 

при фізично і геометрично нелінійному згині стержня мають такий вигляд 

                              
.0),1(

2
1

,
2
1),21(

2
1

332313
2
2

2
222

212
/22

11

=ε=ε=ε−+=ε

λ=εφλ−−λ=ε

BA

AB sss
                           (3.1) 

Тут λs = 1+εs, εs − поздовжня відносна деформація осі балки;  А(х2) і В(х2) − 

шукані функції координати х2 точки поперечного перерізу балки (рис. 3.1), 

А2(х2) = dA/dx2, В2(x2) = dB/dx2; φ − кут нахилу дотичної до деформованої осі 

балки до її недеформованої осі; φ/ = dφ/ds, s − довжина деформованого 

відрізка осі балки між розглянутим поперечним перерізом і лівим кінцем 

балки. Користуючись малістю εs, можна записати (3.1) так: 

.0),1(
2
1,

2
1, 332313

2
2

2
222212

/
11 =ε=ε=ε−+=ε=εφ−ε=ε BAABs       (3.2) 



114 

 
Рис. 3.1  Деформація ділянки залізобетонної балки при плоскому згині 

 

Тому будемо розшукувати прирости елементів тензора Τε  деформацій 

Δεij = εij − *
ijε  на деякому етапі деформування балки (під приростом будь-якої 

величини Х розуміється різниця Х − Х*, де Х* − значення цієї величини на 

початку даного етапу) в наступному вигляді: 

                    )1(
2
1,

2
1, 2

2
2
22221211 −+=ε∆=ε∆φ′∆−ε∆=ε∆ BAABs                 (3.3) 

(Δφ = φ − φ*; прирости інших елементів тензора Tε дорівнюють нулю). 

Дотримуючись методу, запропонованого в розділі 2, запишемо залежність 

між приростами напружень і деформацій так: 

               ,)](1[3 00
]0[

0 ε∆ε∆µκ+=σ∆ K εσ ∆γ∆µρ+=∆ DGD )](1[2 0
]0[

.          (3.4) 

Тут K[0] = K0 (початковий модуль об'ємного стиску матеріалу балки, тобто 

значення цього модуля при лінійно пружній деформації матеріала), G[0] = G0 

(початковий модуль зсуву), 0σ∆ − приріст середнього напруження 

3/)( 3322110 σ+σ+σ=σ ( iiσ  - елементи тензора напружень, i=1,2,3), 0ε∆ − 

приріст середнього подовження 0ε = (ε11+ε22+ε33) / 3, 0γ∆  −  приріст 

октаедричної деформації зсуву
  

              
−εε−εε−ε+ε+ε=γ 33222211

2
33

2
22

2
110 [

3
2 2/12

31
2
23

2
121133 )](3 ε+ε+ε+εε

 
,  
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Dσ = Τσ − 0σ I  і  Dε = Τε − 0ε I − девіатори тензорів напружень σT  і деформацій 

εT  відповідно, σ∆T  і ε∆T  − їх прирости, μ − малий параметр. Функції )( 0ε∆κ  

і )( 0γ∆ρ  характеризують нелінійно-пружну поведінку матеріалу і при μ = 0 

переходять в звичайний закон Гука для ізотропних матеріалів. Наявність 

малого параметра μ означає, що виникають деформації матеріалу такі, що 

відхилення співвідношення (3.4) від закону Гука не надто велике. Зауважимо, 

що якщо 1|)(| 0 <<ε∆κ  і 1|)(| 0 <<γ∆ρ  параметр μ може бути введений 

формально з метою отримання асимптотичних розкладів, потім в остаточних 

виразах слід μ покласти рівним одиниці. 

       Будемо визначати елементи приростів тензорів напружень і деформацій у 

вигляді наступних асимптотичних розкладів: 

                           )3,2,1,(,
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ij .                   (3.5) 

Тоді ,,, 000 γ∆ε∆σ∆ ΔDσ  і ΔDε представляться так 
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Вважаючи, що функції )(xκ  і )(xρ  нескінченно діфференціруемі (якщо це не 

так, то їх можна апроксимувати з будь-яким ступенем точності нескінченно 

диференційовними функціями), можна записати 
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Підставляючи в (3.7) замість х вираз ∑
=

µε∆=
n

k

kkx
1

][
0 , отримаємо розклад 

)( 0ε∆κ  за ступенями µ : 

                                      ∑
=

ε∆κµ=ε∆κ
n
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kk
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][
0 )()(                                    (3.8) 

Наприклад, ]1[
0

]0[
00

]1[]0[
00

]0[ )()(),()( ε∆ε∆κ′=ε∆κε∆κ=ε∆κ . 
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      Аналогічно отримуємо вирази і для )( 0γ∆ρ : 

                                      ∑
=

γ∆ρµ=γ∆ρ
n

k

kk

0
0

][
0 )()(                                     (3.9) 

причому ]1[
0

]0[
00

]1[]0[
00

]0[ )()(),()( γ∆γ∆ρ′=γ∆ργ∆ρ=γ∆ρ . 

      Підставляючи (3.6), (3.8) і (3.9) в (3.4), матимемо для перших двох членів 

розкладу
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]0[]0[

0
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0
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0
]1[ γ∆ρ=γ∆ε∆κ=ε∆ GGKK .  

      З першого рядка (3.10) знаходимо 
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а з другого  
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      З (3.11) і (3.12) знаходимо 
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      Представимо функції )( 2xA  и )( 2xB , а також приріст кута повороту 

перерізу і відносного подовження осі стержня у вигляді асимптотичних 

розкладів за ступенями μ: 
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Підставивши (3.14) в (3.3), матимемо для перших двох членів розкладу (3.5) 
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]0[
2

]1[
2

]0[
2

]1[
22

]0[
]1[

]1[
]0[]1[]1[

11

AABBAA

ds
d

B
ds

d
B

s

s

ε+=ε∆+=ε∆

φ∆
+

φ∆
−ε=ε∆

       (3.15б) 

Тут )1,0()()(,)()(
2

2
][

2
][

2
2

2
][

2
][

2 === k
dx

xdBxB
dx

xdAxA
k

k
k

k . 

Як і в розділі 2 будемо розшукувати функції ][kA  и )1,0(][ =kB k  в 

наступному вигляді: 

                       2
2

][
22

][
1

][3
2

][
3

2
2

][
22

][
1

][ , xbxbBxaxaxaA kkkkkkk +=++= .           (3.16) 

Тоді 

           2
][

2
][

1
2

][
][

2
3
2

][
32

][
2

][
1

2

][
][

2 2,32 xbb
dx

dBBxaxaa
dx

dAA kk
k

kkkk
k

k +==++== .        

Дотичні напруження, а значить і їх прирости на верхній і нижній гранях 

дорівнюють нулю: 

                                               012 =σ∆  ( 2/2 hx ±= ).                                       (3.17) 

Це означає, що 0]0[
12 =σ∆ , а отже і 0]0[

12 =ε∆ при 
22
hx ±= . З (3.15) і (3.16) 

знаходимо: 
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                                   032 2
2

[0[
32

]0[
2

]0[
1 =++ xaxaa (

22
hx ±= ),                       (3.18) 

звідки випливає, що 

).(
2
1,3

4
3)(),(

,
4
3)(),(,

4
3,0

22
]0[

3
]0[

12
2
2

2
2222

]0[
3

]0[
2

3
22

2
22

]0[
3

]0[]0[
3

2]0[
1

]0[
2

xdaxhxdxdaA

xxhxdxdaAahaa

−=ε∆−=−=

−=−=−==
      (3.19) 

Прирости нормальних напружень на верхній і нижній гранях дорівнюють 

нулю: 

                                                   022 =σ∆  ( 2/2 hx ±= ).                                  (3.20) 

Отже, 0]0[
22 =σ∆  і з (3.13) отримаємо 0]0[

22
]0[

1
]0[

11
]0[

2 =ε∆+ε∆ KK  ( 2/2 hx ±= ), 

тобто 

                              

).2/( 02/]1)2[(

])([

2
2

2
]0[

2
]0[

1
]0[

1

]0[
2
2

]0[
22

]0[
1

]0[]0[
2

hxxbbK
ds

d
xbxbK s

±==−++

+
φ∆

+−ε∆                  (3.21) 

Нехтуючи складовими, що містять 2]0[ )/( dsd φ∆ , знаходимо з (3.21) 

                             ,
2

,])21[
]0[

]0[
1

]0[
2]0[

2
2/12]0[

]0[
1

]0[
2]0[

1 ds
d

K
Kb

K
Kb s

φ∆
=ε∆−=                 (3.22) 

а отже, 

                                            .2
]0[

2
]0[

1
]0[]0[

11 ds
d

xbs
φ∆

−ε∆=ε∆                                 (3.23) 

 З (3.13) и (3.15) знаходимо  
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)(,)(
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)(

,)(
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,)(
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)(
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2
1

]0[
1

2]0[
2]0[

2
]0[

2]0[
1

2]0[
2]0[

1
]0[

1

22
]0[

3
]0[]0[

12
2
2

2]0[
3

]0[
2

]0[

2
]0[]0[

2
]0[

33

2
2

2]0[
3

]0[
1]0[

22
2
2

2]0[
3

]0[
2

]0[

2
]0[]0[

1
]0[

11

]0[
2

]0[

]0[
1

]0[
22

2
2]0[

3
]0[

22

K
KKE

K
KKE

xdaGdaK
ds

d
xE

daKdaK
ds

d
xE

x
ds

d

K
Kda

s

s

s

−=−=

−=σ∆+
φ∆

−ε∆=σ∆

=σ∆+
φ∆

−ε∆=σ∆

ε∆−
φ∆

+=ε∆

    (3.24)                       
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Головний вектор Q внутрішніх зусиль в поперечному перерізі дорівнює 

                                                   dub QQQQ ++=                                         (3.25)    

де bQ  − головний вектор внутрішніх зусиль в бетоні, Qu і Qd − зусилля у 

верхній і нижній арматурі відповідно (рис. 3.1). Покладемо, що ділянка 

балки, для якої передбачається вивести рівняння згину, вільна від 

навантаження. Тоді з умови рівноваги маємо                                                                          

                                                  Odub RQQQ −=++                                        (3.26)                    

( OR −головний вектор сил, прикладених в точках балки, розташованих лівіше 

точки O, а також в ній самій). 

     Представимо вектор OR , а також його горизонтальну 1,OR  и вер-

тикальну 2,OR  складові у вигляді асимптотичних розкладів за µ : 

                    .,,
0

][
2,2,

0

][
1,1,

0

][ ∑∑∑
===
µ=µ=µ=

n

k

k
O

k
O

n

k

k
O

k
O

n

k

k
O

k
O RRRRRR                 (3.27) 

В разділі 2 показано, що 

                     

.cossin)sincos(~
,cossin~

,sincos)cossin(~
,sincos~

]0[]1[
2,

]0[]1[
1,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]1[]1[
2,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]0[
2,

]0[]1[
2,

]0[]1[
1,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]1[]1[
1,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]0[
1,

φ+φ−φ+φφ−=

φ+φ−=

φ+φ+φ−φφ−=

φ+φ=

OOOOO

OOO

OOOOO

OOO

RRRRR

RRR

RRRRR

RRR

      (3.28) 

Звідси випливає 

               ,sincos~ ]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]0[
1, φ∆+φ∆=∆ OOO RRR  

               .cossin

)sincos()sincos(~
,cossin~

,sincos

)cossin()cossin(~

]0[]1[
2,

]0[]1[
1,

]0[]0[
2,
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1,

]1[]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]1[]1[
2,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]0[
2,

]0[]1[
2,

]0[]1[
1,

]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]1[]0[]0[
2,

]0[]0[
1,

]1[]1[
1,

φ∆+φ∆−

−φ∆+φ∆φ−φ+φφ∆−=∆

φ∆+φ∆−=∆

φ∆+φ∆+

+φ∆−φ∆φ−φ−φφ∆−=∆
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OOOOO

OOO
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OOOOO
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RRRRR

RRR
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RRRRR

 

Тут )2,1(~ ]0[
, =jR jO − проекції ]0[

OR  на осі yj (j= 1,2), )2,1(~ ]1[
, =jR jO  − проекції ]1[

OR  

на ці осі.  
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Зауважимо, що вирази для )2,1,(*][
, =jkR k
jA  можуть бути отримані з (3.27) 

заміною )2,1,(,, ][][
,

][
, =φ jkVH kk

jA
k

jA  на )2,1,(,, *][*][
,

*][
, =φ jkVH kk

jA
k

jA . 
Проектуючи векторну рівність (3.25) на вісь y2, отримуємо  

                                              2,2,2,2,
~

Odub RQQQ −=++ ,                                   

звідки випливає, що 

                                          ]0[
2,

]0[
2,

]0[
2,

]0[
2,

~
Odub RQQQ ∆−=∆+∆+∆ .                           (3.29) 

Припускаючи, що матеріал, з якого виготовлена арматура, в 

розглянутому діапазоні навантажень по своїм  деформаційним властивостям 

мало відріняється від лінійно пружного, матимемо для першого наближення 

                               22
]0[

12
]0[
2,11

]0[
12

]0[
2, )(,)( ShGQShGQ adau −ε∆=∆ε∆=∆ ,               (3.30) 

де aG − модуль зсуву матеріалу арматури, 1S  і 2S − площі поперечних 

перерізів верхньої і нижньої арматури відповідно =ε∆ )( 1
]0[

12 h  

)(
2
1)(),(

2
1

2
]0[

2
]0[

32
]0[

121
]0[

2
]0[

3 hdahhda −=−ε∆−= ( 1h  і 2h  − відстані від центра ваги 

перерізу до верхньої і нижньої арматури). 

Приріст проекції головного вектора внутрішніх зусиль в бетоні на вісь 

х2 визначаємо з формули 

                                                     ∫
−

σ∆=∆
2/

2/
2

]0[
12

]0[
2,

h

h
b dxbQ                                        

( b − ширина перерізу балки). З (3.24) і (3.19) отримуємо 

                                                   .2/3]0[
3

]0[]0[
2, habGQb −=∆                                    (3.31) 

З (3.29) – (3.31) випливає 

                ))()((/2 222112
3]0[]0[

2,
]0[

3 ShdGShdGbhGHHRa aassA ++=∆= .        (3.32) 

Аналогічно (3.29) отримуємо рівність 

                                          ]0[
1,

]0[
1,

]0[
1,

]0[
1, Adub RQQQ ∆−=∆+∆+∆ .                              (3.33) 

Згідно із законом Гука маємо 

                             22
]0[

11
]0[
1,11

]0[
11

]0[
1, )(,)( ShEQShEQ adau −ε∆=∆ε∆=∆ ,                 (3.34) 
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де aE − модуль пружності матеріалу арматури. З (3.23) випливає 

              )(),(
]0[

2
]0[

2
]0[
1,

]0[

1
]0[

1
]0[
1, ds

d
hSEQ

ds
d

hSEQ sadsau
φ∆

+ε∆=∆
φ∆

−ε∆=∆ .     (3.35) 

Проекція приросту головного вектора внутрішніх зусиль в бетоні на 

вісь х1 визначається з формули 

                                                 ∫
−

σ∆=∆
2/

2/
2

]0[
11

]0[
1,

h

h
b dxbQ .                                       

Нехтуючи складовими, що містять 2
]0[

)(
ds

d φ∆
 і 2]0[

3 )(a , отримуємо 

                                            )(]0[]0[
1

]0[
1, bhSSEQ sb =ε∆=∆ .                                 (3.36) 

З (3.33) − (3.36) знаходимо 

     ))((/])([ 21
]0[

1
]0[
1,2211

]0[
]0[ SSESEHHRhShS

ds
d

E allAas ++=∆−−
φ∆

=ε∆ .    (3.37) 

Приріст головного моменту внутрішніх зусиль в першому наближенні 

в перерізі Π відносно осі х3, визначається за формулою 

              ∫
−

σ∆−=∆∆+∆−∆=∆
2/

2/
2

]0[
112

]0[]0[
1,2

]0[
1,1

]0[]0[
3 ,

h

h
bdub dxxbMQhQhMM .         (3.38) 

З (3.24) отримуємо 

                                            
ds

d
JEMb

]0[
]0[

1
]0[ φ∆

−=∆ .                                         (3.39) 

Тоді 

                          lAa HRhShSE
ds

d
HM /)( ]0[

1,2211

]0[
]0[

3 ∆−+
φ∆

=∆                         (3.40) 

)12/,/)()(( 32
2211

22
22

2
11

]0[
1 bhJHhShSEhShSEJEH laa =−−++= . 

Скористаємося співвідношенням [262] 

                                             QeM
×−= 1ds

d ,                                            (3.41) 

де М − головний момент внутрішніх зусиль в перерізі балки відносно його 

центра ваги, Q − їх головний вектор, е1 − орт осі х1.  
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Проектуючи рівність (3.41) на вісь х3, отримуємо для першого 

наближення  

                                             ]0[
2

]0[
3 Q

ds
dM

−= .                                            

З умови рівноваги маємо   ]0[
2,

]0[
2

~
ORQ −= .  Отже, 

                                                          ]0[
2,

]0[
3 ~

OR
ds

dM
= ,                                            

звідки виходить, що 

                                                       ]0[
2,

]0[
3 ~

OR
ds
Md

∆=
∆

.                                        (3.42) 

З (3.40) і (3.42) випливає 

                                           ]0[
2,

]0[
1,

2

]0[2
~

~

O
O R

ds
Rd

D
ds

d
H ∆=

∆
+

φ∆
                              (3.43) 

)/)(( 2211 la HhShSED −= . З (3.28) і (3.43) отримуємо диференціальне 

рівняння згину балки в першому наближенні 

                           
.~

~
)1)(cossin(

*]0[
2,

*]0[
1,

2

*]0[2

]0[
]0[]0[]0[]0[

2

]0[2

A
A

AA

R
ds
Rd

D
ds

d
H

ds
d

DVH
ds

d
H

−+
φ

=

=−
φ

φ−φ−
φ

             (3.44) 

Зауважимо, що права частина рівняння (3.44) залежить від величин *]0[φ , *]0[
1,

~
AR , 

*]0[
2,

~
AR , визначених на попередніх етапах завантаження балки. 

 У цьому параграфі побудовано диференціальне рівняння (3.44) згину 

елемента залізобетонної каркасної будівлі в першому наближенні. 

 

      3.2 Диференціальні рівняння етапів плоского згину залізобетонної 

балки з урахуванням нелінійних і пластичних властивостей матеріалів в 

другому і наступних наближеннях  

          Аналогічно проводяться викладки і для другого наближення. З (3.17) 

отримуємо 
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                                              0]1[
12 =σ∆  ( 2/2 hx ±= ),                                       (3.45) 

звідки виходить 

          0]1[
12 =ε∆  ( 2/2 hx ±= ).                                        (3.46)  

З (3.15б) і (3.46) знаходимо: 

                              032 2
2

[1[
32

]1[
2

]1[
1 =++ xaxaa ( 2/2 hx ±= ).                          (3.47)          

З (3.47) випливає, що 

          
).(
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),()(,
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22
]1[
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]1[

1222
]1[

32
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32
]1[]1[
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2

xdaxdaxA

xdaxAahaa
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−=−==
                      (3.48)  

З  умов  

                                               0]1[
22 =σ∆  ( 2/2 hx ±= )                                       (3.49) 

з урахуваннм (3.13) і (3.15б) визначаємо, що 
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φ∆
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dhBKhBhBhAhAK

s
   (3.50) 

Тут і в подальшому під виразом )2,1()( 2
]1[ =jxK j  розуміється 

)2,1())(),(( 2020
]1[ =γ∆ε∆ jxxK j . 

 Враховуючи що 
ds

d
b

]0[
]0[

2 ~
φ∆

 і нехтуючи 2
]0[

)(
ds

d φ∆
, отримуємо з (3.50) 

                          .1,12
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1
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1
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−+ −
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d
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Kb s             (3.51)    

Тут 
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1
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1
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hhKhhKhhKD

−ε∆−−ε∆+−ε∆−−

−ε∆=−ε∆−+

+ε∆+−ε∆−+ε∆=
−

+

(3.52)  

Другий член асимптотичного розкладу приросту проекції головного 

вектора внутрішніх зусиль в бетоні на вісь х2 відповідно до (3.13) визначаєть- 
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ся з формули 

               ])([2
2/

2/

2/

2/
2

]0[
120

]1[
2

]1[
12

]0[
2/

2/
2

]1[
12

]1[
2 ∫ ∫∫

− −−

ε∆γ∆+ε∆=σ∆=∆
h

h

h

h

h

h
б dxGdxGbdxbQ .    

Використовуючи (3.48), знаходимо 

                 ])(2
2

[
2/

2/
2

]0[
120

]1[3]1[
3

]0[
]1[
2 ∫

−

ε∆γ∆+−=∆
h

h
б dxGhaGbQ .                    (3.55) 

Приріст проекції зусилля у верхній арматурі на вісь х2 (тобто зрізаюче 

зусилля в ній) визначається за формулою 

                      ]1[
311211

]1[
12

]1[
2, )(

2
)( aShdGShGQ a

au −=ε∆=∆ .                         (3.56) 

                                Аналогічно для нижньої арматури отримуємо 

                                                             ]1[
322222

]1[
12

]1[
2, )(

2
)( aShdGShGQ a

ad −=−ε∆=∆ .                      (3.57) 

                          З умови рівноваги 

                                                  0~ ]1[
2,

]1[
2,

]1[
2,

]1[
2, =∆+∆+∆+∆ Oduб RQQQ                                (3.58)  

                   маємо 

                                s

h

h
A HdxGbRa /])(2[2

2/

2/
2

]0[
120

]1[]1[
2,

]1[
3 ∫

−

ε∆γ+∆= .                      (3.59)

 Аналогічно з рівності 

                                     0~ ]1[
1,

]1[
1,

]1[
1,

]1[
1, =∆+∆+∆+∆ Oduб RQQQ .                               (3.60) 

  знаходимо 

                                           .
~ ]1[

1,
]1[

]1[ ⊗ε+−
φ∆

−=ε s
l

O
s H

R
ds

d
D                                   (3.61) 

  Тут 
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2
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1
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hHhShSED

DDDD
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ShDE
ds

d
H
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φ∆

−
ε∆

−=ε −+
−

⊗

           (3.62) 

Зауважимо, що ⊗εs  залежить тільки від величин, знайдених на    

попередньому кроці, тобто в першому наближенні. 
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Аналогічно (3.40) записуємо рівність 
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Можна переконатися, що 

       

).)(
~~,)(~(

~~

~]
2

)([

2/

2/
2

2
22

]1[
1

]1[
1

2/

2/
222

]1[
1

]1[
1

]0[
]1[

1

]0[]1[
1]0[

1

]0[
2

]0[

]0[
1

]0[
1

]0[
1

]1[
]0[

1
]1[

∫∫
−−

−+

==
φ∆

−

−ε∆+−
φ∆+

+
φ∆

−=∆

h

h

h

h

sb

dxxxEEdxxxEE
ds

d
Eb

Eb
h

D
K
K

ds
d

K
DEK

ds
d

EJM
  

Тоді          

                                   ,~
3

]1[
1,

]1[
]1[

3
⊗+∆+

φ∆
=∆ MRD

ds
dHM O                               (3.64) 
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Так само як і ⊗εs , ⊗
3M  виражається тільки через величини, знайдені в 

першому наближенні. Аналогічно (3.42) маємо 
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Звідси і з (3.64) знаходимо 
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З урахуванням (3.28) рівність (3.65) можна записати так 
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Зауважимо, що права частина рівняння (3.66) залежить від величин ]0[φ , 
⊗
3M , визначених у першому наближенні, а також від ]1[φ , *]1[

1,

~
AR , *]1[

2,

~
AR , визначених 

на попередніх етапах деформування балки. 

У цьому параграфі побудовано диференціальне рівняння (3.66) етапу 

плоского згину елемента залізобетонної каркасної будівлі з урахуванням 

нелінійних і пластичних властивостей матеріалів в другому наближенні. 

Зауваження. Як і в Розділі 2, аналогічним чином могуть бути 

побуловані диференціальні рівняння для наступних наближень. Вони мають 

такий же вигляд, як (3.66). Кілкість потрібних наближень визначається 

абсолютною величиною відповідного додатку в асимптотичному розкладі 

прогину консолі. Якщо вона стає меншою ніж деяка величина, яка пов’язана 

з потребною точністю  обчислень, побудову наближень можна припинити. 

 

3.3  Застосування методу малого параметру для вирішення нелінійної 

пружнопластичної задачі циклічного квазістатичного згину 

залізобетонної консольної балки  

           Розглянемо консольную балку, що знаходиться під дією двох сил F1 і 

F2 (рис. 2.3). Передбачається, що процес деформації балки, викликаний 

зміною сил, є квазістатичним, тому, нехтуючи інерційними ефектами, масу 

балки можна не враховувати. Зміна сил F1 і F2 буде називатися циклічною, 

якщо вона складається з окремих циклів, в кінці кожного з яких вони 

приймають значення, що збігаються зі значеннями в його початку. Кожен із 

циклів розіб'ємо на окремі етапи монотонного зростання або зменшення цих 

сил при постійному їх знаку. У п. 1 цього розділу приріст Δφ(s) кута 

повороту φ(s) поперечного перерізу балки на деякому етапі (s − довжина 

деформованого відрізка осі балки між розглянутим перерізом і лівим кінцем 

балки) представлено в наступному вигляді: 

                                         )()()( ]1[]0[ sss φ∆µ+φ∆=φ∆ .                                  (3.67) 

Тут і далі через ΔХ позначено приріст величини Х: ΔХ=Х** − Х*, де Х* −  
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значення цієї величини на початку даного етапу. через   Х**  позначимо 

значення Х в кінці етапу. 

       Введемо наступні позначення: 

                                   ζ = s / l, α = F1 l2 / H , β = F2 l2 / H,                                     

де 

),(,)()( 21
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]0[
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H
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hShSEJEH al
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a
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)1/( 2
0

]0[]0[
1 ν−= EE , Е[0] − модуль лінійної пружності бетону, ν0 − 

початковий коефіцієнт Пуассона; J −  момент інерції поперечного перерізу, 

Еа  − початковий модуль пружності арматури; S1 і S2 − площі перерізів 

верхньої і нижньої  

арматури, S = bh (розміри  h, h1 і h2 показані на рис. 2.9). 

       Припустимо, що навантаження консолі відбувається наступним чином: 

спочатку (будемо називати цей етап нульовим) прикладається стискаюча 

сила F1, яка змінюється від нуля до деякого значення *
1F , а F2, β і φ 

залишаються рівними нулю. При цьому параметр α змінюється від нуля до 

HlF /2*
1

* =α . На наступних етапах F1 і α передбачаються незмінними, а 

параметр β змінюється від *
)( jβ  до **

)( jβ (j − номер етапу). під позначенням β(j) 

розуміється наступне: β(j) = β при ].,[ **
)(

*
)( jj ββ∈β   

      Перше наближення )(]0[ sφ∆
 
на j-ому етапі визначається диференціальним 

рівнянням (див. (3.43)): 
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)(cos)(sin *]0[
)(

*
2,)(

*]0[
)(

*
1,)( ζφ+ζφ−= jOjjOj RR  (RO,1 і RO,2 − горизонтальна і 

вертикальна складові опорної реакції R(j)O; )(*]0[
)( ζφ j , )(*

1,)( ζOjR  и )(*
2,)( ζOjR  − 

значення )(]0[
)( ζφ j , R(j)O,1(ζ) і R(j)O,2(ζ)  на початку даного етапу). 

З умов рівноваги виходить, що R(j)O,1 = − F(j)1, R(j)O,2 = − F(j)2. Тоді (3.68) 

представиться так:     
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         На першому этапі 0*
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)1( =β=φ .Тоді 0),,( *]0[
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)1(
* =φβαΦ  і рівняння 

(3.69) для першого етапу приймає наступний вигляд: 
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Звідси випливає, що в кінці етапу 0),,( ]0[
)1()1(

* =φβαΦ , а на початку 

наступного 0),,( *]0[
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*
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* =φβαΦ . Продовжуючи таким же чином далі, 

отримуємо 0),,( *]0[
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* =φβαΦ jj  і рівняння (3.69) виглядає так: 
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       Вирішуючи (3.71) методом послідовних наближень, отримуємо 
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де    =Φβδ−β−=Φβδ−α−β=Φ ]0[
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Положення нейтральної лінії в поперечному перерізі визначається 

рівністю 
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                                                   ),( 2
]0[
11)( xsjσ = 0.                                            (3.73) 

У розділі 2 показано, що 
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2
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2 GKKxh −=−=   (K[0] и G[0] − початкові, тобто відповідні 

лінійно пружній деформації, модулі об'ємного стиску і зсуву бетону; Ga − 

модуль зсуву арматури). 

       Будемо розглядати клас задач, в яких β2 << |α*|, (α*)2 <<1. Тоді 

залишаючи тільки величини до першого порядку малості по β включно, 

можемо записати 
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sa
 (3.75а) 

           З (3.73) і (3.75)  знаходимо  х(j)2,N  −  координату  х2 нейтральної лінії  на 

поперечному перерізі. Крім того, х(j)2,N = −sgn(β(j))h/2 при ζ > ζN (ζN − 

координата   ζ  точки   перетину  нейтральної  лінії  з  верхньою  або  

нижньою поверхнею балки). Тоді  

)(
2

)sgn()(),(]
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[)( )(,2)(]0[
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*

0,2)( NjNjN
j

l
Nj

hxlx ζ>ζβ−=ζζ≤ζ
ζθβ

δα
+δ=ζ (3.76) 

При зміні ζ координата  xj,2,N  змінюється. Графік функції x(1)2,N = x(1)2,N(ζ) при 
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 α(1)
* < 0 і β(1) > 0 показано на рис. 3.2. Частина балки, що знаходиться вище 

лінії x(1)2,N(ζ), знаходиться в стиснутій зоні, а та частина, яка знаходиться 

нижче її (вона позначена римською цифрою III) − в розтягнутій. 

        Відповідно до циклічної зміни сили F2 параметр β також піддається 

циклічній зміні. На першому етапі першого циклу згину β збільшується від 

β(1)
*= 0 до деякого значення β(2)

*> 0; на другому.етапі β зменшується від β(2)*  

до β(3)*= 0; на третьому − зменшується від β(3)*= 0 до β(4)*< 0; на четвертому  

етапі − збільшується від β(4)* до 0. На другому і наступних циклах етапи 

повторюються, проте β(j)* (j= 1,2,3,4) можуть відрізнятися від їх значень в 

різних циклах.  На    першому    етапі   розтягнута    зона    збільшується,   а   

стиснута зменшується.  Крім того, в частині стиснутої зони стискаючі 

напруження збільшуються (тобто там йде процес навантаження), в іншій 

частині стиснутої зони вони зменшуються (тобто тут йде процес 

розвантаження). Лінію x(j)2,d = x(j)2,d(ζ), яка розмежовує ці частини стиснутої 

зони, будемо визначати з рівності 

                                               0/)( )(
]0[
11)( =β∂ζσ∂ jj .                                       (3.77) 

       У межах обраної точності отримуємо з (3.74) і (3.75)  

                                                      Dx dj =ζ)(,2)( .                                          (3.78) 

Таким чином, частина стиснутої зони при х2 > D є зоною навантаження (на 

рис. 3.2 вона позначена римською цифрою I), а при х2 < D − зоною 

розвантаження (на рис. 3.2 позначена цифрою II). 

Координата ζ(j)N, визначає точку перетину нейтральної лінії верхньої 

або нижньої поверхнею балки, знаходиться з умови х(j)2,N(ζN) = −sgn(β(j))h/2. З 

(3.76) випливає, що ζ(j)N  є коренем рівняння 

                           )].2/sgn((/[)( )()(
*

)(
]0[ DhDl jjlNj +β+βδα−=ζθ              (3.79) 

Середнє подовження  ),( 2
]0[
)( xj ζε ,  а також октаедрична деформація зсуву 

),( 2
]0[
)( xj ζγ  в першому наближенні визначаються так: 
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3/)]})()(

)[(3)(

)(){(2,3/)(

2/12]0[
31)(

2]0[
23)(

2]0[
12)(

]0[
11)(

]0[
33)(

]0[
33)(

]0[
22)(

]0[
22)(

]0[
11)(

2]0[
33)(

2]0[
22)(

2]0[
11)(

]0[
)(

]0[
33)(

]0[
22)(

]0[
11)(

]0[
)(

jj

jjjjjjjj

jjjjjjj

ε+ε+

+ε+εε−εε−εε−ε+

+ε+ε=γε+ε+ε=ε

       (3.80) 

( ]0[
)( ikjε (i,k =1,2,3) − елементи тензора скінченних деформацій в точках балки, 

знайдені в першому наближенні).  

 
Рис. 3.2  Схема розподілу зон навантаження і розвантаження на першому 

етапі 

             

У додатку Б показано, що  
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  (3.81)      

Враховуючи (3.75) і залишаючи величини першого порядку малості щодо β, 

можемо записати 
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Таким чином, для ]0[
12

]0[
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]0[
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]0[
22)( /),(),( KxKx jj ζε−=ζε  і ),( 2

]0[
)( xj ζγ  в межах 

зазначеної вище точності матимемо 
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З (3.82) і (3.83) випливає 
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Можна переконатися, що ),( 2
]0[
)( xj ζε  не змінює знака. Тоді 
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 Для складової )(]1[
)( ζφ∆ j  другого наближення маємо наступне диференціальне 

рівняння: 
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 З (3.52) і (3.85) отримуємо 
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           (3.88) 

        На першому етапі згину консолі рівняння (3.86) має наступний вигляд: 
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        З формул (3.28) 
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Продовжуючи таким же чином далі, знаходимо, що (3.86) для будь-якого 

етапу може бути записано так 
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      Функції    )( )(
]1[
)( jjK ε∆     і    )( )(

]1[
)( jjG γ∆   фігурують в наступному 

представленні січних об'ємного модуля пружності і модуля зсуву для 

нелінійно-пружного матеріалу: 
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       У додатку Б показано, що функції )( )(0
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)( jjG γ∆  можна 

апроксимувати наступним чином: 
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  (3.92) 

де )2,1,0(,,~
)()()( =ψχδ kkjkjj  − величини, що залежать від типу етапу 

поздовжнього розтягу чи стиску, m = b при стиску и m = bt при розтязі. 

Введемо додатковий субіндекс z, що позначає номер зони, в якій  

знаходиться  точка  з  координатами  х2   і  ζ.   Наприклад,  =ζ ),( 2
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),( xK zj   

),( 2
]1[
)( xK j ζ=  при ., 2 zx ∈ζ  Як вже зазначалося вище, ),( 2

]0[
)(0 xj ζε∆  зберігає 

знак в межах кожної зони. З (3.85) знаходимо 
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(m = b в стиснутій зоні і m = bt − в розтягнутій).  

        Назвемо відрізок балки ζ ≤ ζ(j)N ділянкою а. Він містить зони I, II, III. 

Відрізок балки ζ(j)n < ζ ≤ 1 назвемо ділянкою в. Він містить тільки дві зони: I і  

II. Якщо за формулою (Б.14) виходить, що ζ(j)N ≤ 0, то балка складається 

тільки з однієї ділянки в. Якщо ж з формули (Б.14) випливає, що ζ(j)N  ≥ 1, то 

балка складається тільки з ділянки а. При 0 < ζ(j)N < 1 балка містить обидві 

ділянки. З (3.87) випливає 
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Прийнято наступні позначення: 
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        Очевидно 
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 (кожен з інтегралів береться вздовж відрізка z(ζ), який утворюється в 

результаті перетину прямої, паралельної осі х2, з зоною z (рис.3.4), причому 

Nz=III, якщо точка ζ знаходиться на ділянці а, і Nz = II в іншому випадку). З 

(3.85) випливає: 
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           Використовуючи (3.94), отримуємо 
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           Аналогічно находимо, що 
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     З (3.87) і (3.93) отримуємо 
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Тоді      
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(и − номер верхньої зоны, d − номер нижньої).  

Звідси слідує, що 
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Враховуючи (3.75), запишемо вираз для  )(3)( ζ⊗
jM  з (3.87) так 
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      З (3.97) − (3.99) отримуємо 
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Зауважимо, що з урахуванням малості )(]0[
)( ζφ j  в межах зазначеної вище 

точності можна представити вирази (3.90) так: 
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Тоді (3.91) представиться в наступному вигляді: 
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  ( 3.102) 

       Користуючись малістю α* і β(j), будемо розв'язувати рівняння (3.102) 
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 методом послідовних наближень за наступною схемою: 
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   (3.103) 

Двічі інтегруючи по ζ, знаходимо 

         

.)}(][

)(][{)}(][)(]{[

)}(][)(]{[)(

1)(0)(
#

3)(

1

1

#**
3)(

##
]1[
)(]0[*#]1[

)()(0

##]1[
)(

]0[
)(0

##]1[
)(

*]1[
1),(

jjj

j

k
k

nj
njj

njjnjnj

ccM

M
H
l

d
d

+ζ+ζ+

+ζ−ζ
ζ

φ
θα−ζφβδ+

+ζφθβδ−ζφα=ζφ

⊗

−

=

⊗

+

∑    (3.104) 

Вважаючи 0)(]1[
0)( ≡ζφ j , отримуємо 

                       .)}(][)(][{)( 1)(0)(

1

1

#
3)(

#**
3)(

]1[
1)( jj

j

k
jkj ccMM

H
l

+ζ+ζ+ζ−=ζφ ∑
−

=

⊗⊗          (3.105) 

Знак # тут означає наступне: ∫
ζ

ττ=ζ
0

# )()(][ dff . З граничної умови ]1[
1)( jφ (0) = 

= 0  випливає,  що  с(j)1  =  0.   Значення  с(j)0   визначається  з  другої  граничної 

умови   0)1(
]1[

1)( =
φ

ds
d j . Враховуючи що 0)1(]0[

)( =θ∆ j , отримуємо  

                                     ./)]1()1([
1

1
3)(

**
3)(0)( ∑

−

=

⊗⊗ +=
j

k
jkj HMMlc                          (3.106) 

       З (3.101) знаходимо, що               

                                        ),(][)(][ #
3)()(

#
3)( ζβ∆−=ζ ⊗⊗

jjj MM                            (3.107) 

 де при  ζ ≤ ζN 

      
,)(])([))(]~[)(]

~~([

)(])([)(][)(][

3

1

#]0[
)(

#]0[]1[
1),(0

#]0[]1[
1),(

#1]0[
3

1
)(

#]0[2
0

#
3)(

∑∑

∑

=Ι=

+

=

⊗

ζθ+ζθδ−ζθ−

−ζθ+ζθδ=ζ

n

n
njzj

N

z
zj

n

n
njlj

BEEb

AlHM

z
   (3.108)  

а при ζ > ζN 
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,)(])([))(]~[)(]

~~([

)(])([)(][)(][)(][

3

1

#]0[
)(

#]0[]1[
1),(0

#]0[]1[
1),(

#1]0[
3

1
)(

#]0[2
0

#
3)(

#
3)(

∑∑

∑

=Ι=

+

=

⊗⊗

ζθ+ζθδ−ζθ−

−ζθ+ζθδ+ζ=ζ

n
b

n
njbzjb

N

z
zj

b
n

n
njblNjj

BEEb

AlHMM

z
  (3.109) 

де ∫
ζ

ζ

ττ=ζ
N

dff b )()(][ # . Зауважимо, що коефіцієнти A(j)n и В(j)n, а також число 

зон Nz різні на ділянках а і b. 

       Рівності (3.105) − (3.109) із застосуванням формул (3.93) − (3.99) 

представляють алгоритм знаходження )(]1[
1)( ζφ j . Аналогічний алгоритм (тобто 

з додаванням формули (3.104)) застосовується і для визначення )(]1[
)( ζφ nj при п 

> 1. Зупиняючись на певному етапі n, вважаючи )()( ]1[
)(

]1[
)( ζφ=ζφ njj , 

використовуючи рівність 

                                             )()()( ]1[
)(

]0[
)()( ζφ+ζφ=ζφ jjj ,                                (3.110) 

випливає з (3.67), а також (3.75) і (3.75а), знаходимо )(]1[
)( ζφ j  при будь-якому j. 

       Слід зауважити, що зона I є стиснутою зоною (див. Рис. 3.2), в якій 

спостерігається збільшення стискаючих напружень ]0[
11)( jσ  на першому етапі 

згину консолі, тобто тут відбувається навантаження. Будемо вважати, що 

залежності між σ∆ і ε∆ , а також між τ∆ і γ∆ в точках зони збігаються з 

залежностями між цими величинами в процесі збільшення навантаження при 

одноосьовому стиску. Тому для побудови цих залежностей можна 

скористатися результатами додатку Б. У класифікації, запропонованої в 

цьому додатку, подібний процес відноситься до етапів першого типу. Тому 

залежність 0ε∆ от 11σ∆  представляється в наступному вигляді: 
*

),(),(),(),(),(
*

),(),(),(),(),( )()()( zjzjzjzjzjzjzjzjzjzj kfkA ζ−η∆η∆+η=η∆ζ ∆ .     (3.111) 

Тут j − номер етапу згину,  z  −  номер зони,   mzj εε=ζ ˆ/0),( ,    =η ),( zj  

 mσσ= ˆ/11 ,      *
),(),(0),( ˆ/ zjzjmzj ζ−ζ=εε∆=ζ∆ ,     −η=σσ∆=η∆ ),(11),( ˆ/ zjbzj   
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*
),( zjη− , *

),( zjη  и *
),( zjζ  − значення ),( zjη і ),( zjζ  на початку етапу, 0),( =zjk  або 

1 в залежності від типу етапу,      /)](21[)( ),(),(),(),( zjzjzjzjf η∆ν−=η∆   

)]()21[(/ ),(),(0 Ιη∆ν− jzjV ,   )||()( ),(
*

),(),(),( zjzjmzjzj η∆+ην=η∆ν ,   =ην )(m  

2/12
0 )1)(ˆ( η−ν+ν+ν= mm , V(j,z)(Δη(j,z))  =  |)(| ),(

*
),(),( zjzjzjm kV η∆+η , Vm(η)  = 

2/12
,2,10 )1)(ˆ(ˆ ηω−ηω−−+= zzmm VVV   (m = b для стиснутої зони і m = bt для 

розтягнутої). величина А(j,z) визначається за формулою 

                               mmzj EA εν−σ= ˆ3/)21(ˆ ]0[
0),( .                                (3.112)   

Зона I на етапі 1 згину є зоною стиску, в якій напруження стиску 

збільшуються, тобто тут спостерігається процес навантаження. Для етапу 1 в 

зоні Ι отримуємо 

                  
*

),1(),1(),1(),1(
*

),1(),1(),1(),1( )()()( ΙΙΙΙΙΙΙ∆Ι ζ−η∆η∆+η=ηζ∆ fA ,            (3.113) 

так як 1),1( =Ιk . Крім того, тут m = b.       З формул (Б.69) і (Б.73) маємо 

  ),(,/])(

)[(,/])(

)[(,1)0(/1

1),(2),(2),(1),(),(),(2),(0),(1),(

1),(0),(2),(2),(),(
2

1),(0),(2),(

2
2),(0),(1),(1),(),(0),(

zjzjzjzjzjzjzjzjzj

zjzjzjzjzjzjzjzj

zjzjzjzjzjzj

F

FF

Ff

ζ−ζζζ=∆∆ζχ−−

−ζχ−=χ∆ζχ−−

−ζχ−=χ−=χ

 (3.114) 

де −η∆=−η∆= kzjkzjzjkzj kfF ),(),(),(),( ()2,1(1)(/1 значення ),( zjη∆ з відрізку 

−ηη−η **
),(

*
),(

**
),( ],,0[ zjzjzj значення ),( zjη в кінці этапу), а kzj ),(χ  з’являються 

коефіцієнтами наступного розкладу (додаток Б): 

            
,])ˆ/()1([)(

2

0
),(0),(),(),(

]0[
),(

]1[
),( ∑

=
∆ εε∆χδ++δ=ε

k

k
mzjkzjzjzjzjzj KK       (3.115) 

причому )( ),(0
]1[

),( zjzjK ε∆  входить в співвідношення 

                                 .)]([3 ),(0),(
]1[

),(
]0[

),(0 zjzjzjzj KK ε∆ε∆+=σ∆  

У додатку Б розклад (3.115) представлено так: 

                      
,)]()([),(

2

0

]0[
2)(),(

]0[
2

]1[
),( ∑

=
ζθ−β∆χ=ζ

k

k
jkzjzj DxKxK                (3.116) 
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де  

       ,)ˆ3/(),(

)1()(),(),ˆ3/(),()1(

),(),,()1(),(

2
22),(

),(
2]0[

422),(21),(),(

]0[
421),(20),(),(),(20),(

mzj

zjzjmzjzj

zjzjzjzjzj

lx

Kxlx

Kxxx

εζχ×

×δ+=ζχεζχδ+×

×−=ζχζχδ++δ=ζχ

   (3.117)

 

),( zjδ = 0 або 1 в залежності від типу етапу. 

       На початку першого етапу згину вся консоль знаходиться в стані 

поздовжнього одновісного стиску, тому рівень напружень  *
),1( Ιη  дорівнює 

                      ).ˆ/(ˆ/ 2*]0[
1

*]0[
11)1(

*
),1( blb HlHE σα=σσ=η Ι                         (3.118) 

З урахуванням (3.117) середня відносна деформація на початку етапу згідно з 

додатком Б може бути визначена так 

                             )](3/[)](21[ˆ *
),1(

]0[*
),1(

*
)1(

*
),1( ΙΙΙ ηην−ση=ε bbb VE , 

після чого можна знайти *
),1( Ιζ : .ˆ/*

),1(
*

),1( bεε=ζ ΙΙ  Далі знаходимо корінь ),1(ˆ Ιη  

рівняння 

                                          0
)(

),1(

*
),1(),1(),1(
=

η

η−ηζ

Ι

ΙΙ∆Ι

d

d
.                                    (3.119) 

Кінець першого етапу  визначається  значенням  β **  параметра β.  при 

цьому значенні параметра в різних точках зони Ι напруження, а, отже, і 

параметр η (1, Ι) приймають різні значення. Приймемо, що  **
),1( Ιη = max ),1( Ιη  в 

зоні Ι при цьому значенні параметра β і що **
),1( Ιη < ),1(ˆ Ιη . Крім того, приймемо, 

що ,ˆ *
),1(),1(1),1( ΙΙΙ η−η=η∆ =η∆ Ι 2),1( 2/1),1( Ιη∆ , і знайдемо значення ),1( Ιζ∆  при    

1),1(),1( ΙΙ η∆=η∆  і =η∆ Ι),1( 2),1( Ιη∆ : 

                       ),( 1),1(),1(1),1( ΙΙΙ η∆ζ∆=ζ∆  2),1( Ιζ∆ = )( 2),1(),1( ΙΙ η∆ζ∆ .  

Зауважимо, що  *
),1( Ιη  і **

),1( Ιη   не залежить від координат точок зони I, а, отже, 

не залежать від них і F(1,I)k , χ(1,I)k  і ψ(1,I)k  (k=0,1,2). 

           При  j = 1  і  z = I маємо  ),(
~

zjδ = 0 .  Тоді  (3.114)  і (3.117)  приймають  
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такий  вигляд: 
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bb lKlK
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ΙΙΙΙΙΙΙΙ

(3.120) 

       Залежність 0γ∆ від 0ε∆  може бути записана так: 

   
*

),(),(),(),(),(
*

),(),(),(),(),( )()()( zjzjzjzjzjzjzjzjzjzj kgkB ρ−η∆η∆+η=η∆ρ∆ ,  (3.121) 

де  |ˆ|/),( mzj εγ=ρ ,   *
),(),(),( ˆ/ zjzjmzj ρ−ρ=εγ=ρ ∆∆ ,    *

),( zjρ  − значення ρ(j,z) 

на початку етапу, )()1(/)](1[)( ),(),(0),(),(),(),( zjzjzjzjzjzj Vg η∆ν+η∆ν+=η∆ ,  

mmzj EB εν+σ= ˆ3/)1(ˆ22 ]0[
0),(  .  У додатку Б показано, що 

   ),(,/])(

)[(,/])(
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/

),(
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),(2),(0),(1),(

1),(0),(2),(2),(
/

),(
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1),(0),(2),(
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ρ−ρρρ=∆∆ρψ−−

−ρψ−=ψ∆ρψ−−

−ρψ−=ψ−=ψ

(3.122) 

де  

)2,1(1)(/1 ),(),(),( =−η= ∆ kgG kzjzjkzj , 

 а )2,1,0(),( =ψ kkzj  є коефіцієнтами наступного розкладу: 
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),(0
),(),(),(

]0[
),(0

]1[
),( ∑

= ε
γ∆
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zj
kzjzjzjzjzj GG         (3.123) 

причому )( ),(0
]1[

),( zjzjG γ∆  входить в співвідношення 

                                       .)]([ ),(0),(0
]1[

),(
]0[

),(0 zjzjzjzj GG γ∆γ∆+=τ∆  

У додатку Б розклад для )( ),(0
]1[

),( zjzjG γ∆  записаний так 

                           .)]()([),(
2

0

]0[
2)1(),(

]0[
2

]1[
),( ∑

=
ζθ−β∆ψ=ζ

k

k
kzjzj DxGxG  

Тут  
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ε
ψ

δ+−=ψψδ++δ=ψ

  (3.124)                  

Діючи аналогічно викладеному вище, знаходимо значення ),1( Ιρ∆ при 

1),1(),1( ΙΙ η∆=η∆  и 2),1(),1( ΙΙ η∆=η∆ , ),( 1),1(),1(1),1( ΙΙΙ η∆ρ∆=ρ∆ =ρ∆ Ι 2),1(  

= )( 2),1(),1( ΙΙ η∆ρ∆ ,   а потім визначаємо 
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/

),1(
/

),1(2),1(0),1(

1),1(1),1(0),1(2),1(2),1(
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1),1(0),1(

2),1(
2

2),1(0),1(1),1(1),1(),1(0),1(

bb
K
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l

GG

GGg

ε

χ
=ψ

ε
ψ

−=ψψ=ψ

ρ−ρρρ=∆∆ρψ−

−−ρψ−=ψ∆ρψ−

−−ρψ−=ψ−=ψ

Ι
Ι

Ι
ΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙ

    (3.125) 

Як уже зазначалося, на етапі 1 зона II є стиснутою зоною, в якій стискаючі 

напруження зменшуються, тобто спостерігається процес розвантаження. Цей 

процес відноситься до числа етапів другого типу (додаток Б). Очевидно, 

рівень напружень стиску на початку етапу *
),1(

*
),1( ΙΙΙ η=η . У різних точках 

зони II напруження різні. Величина || *
),1(),1( ΙΙΙΙ η−η  в кінці етапу приймає 

найбільше значення в тих точках зони, де 0),1( =η ΙΙ . Тому покладемо 

0**
),1( =η ΙΙ . 

Зауважимо, що  *
),1( ΙΙη  и **

),1( ΙΙη  не залежить від координат точок зони II. 

       Залежність ε∆ от σ∆  для зони IΙ виглядає так: 

                    )()( ),1(),1(),1(),1(),1(),1( ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ η∆η∆=η∆ζ∆ fA ,                  (3.126) 

Тому що 0),1( =ΙΙk .  Діючи  далі  аналогічно  тому,  що  робилося  для  зони  Ι, 

 вважаємо 2/, 1),1(2),1(
*

),1(
**

),1(1),1( ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ η∆=η∆η−η=η∆  і знаходимо значення 

),1( ΙΙζ∆  при 1),1(),1( ΙΙΙΙ η∆=η∆  і 2),1(),1( ΙΙΙΙ η∆=η∆ : 

                        )(),( 2),1(),1(2),1(1),1(),1(1),1( ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ η∆ζ∆=ζ∆η∆ζ∆=ζ∆ . 
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Далі аналогічно (3.120) маємо 
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2),1(
2

2),1(0),1(1),1(1),1(),1(0),1(
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FFf
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ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

 (3.127) 

де )2,1(1)(/1 ),1(),1(),1( =−η= ∆ΙΙΙΙΙΙ kfF kk . Також враховано, що ),1(
~

ΙΙδ = 0. 

Замість (3.125) отримуємо 
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bb lKlK
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=ψρ−ρρρ=∆∆ρψ−

−−ρψ−=ψ∆ρψ−

−−ρψ−=ψ−=ψ

ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

(3.128) 

де       )(),( 2),1(),1(2),1(1),1(),1(1),1( ∆ΙΙ∆ΙΙ∆ΙΙ∆ΙΙ∆ΙΙ∆ΙΙ ηρ=ρηρ=ρ ,    =ΙΙ kG ),1(  

)2,1(1)(/1 ),1(),1( =−η= ∆ΙΙΙΙ kg k . 

На початку першого етапу в балці відсутні поздовжні напруження 

розтягу, тобто відсутня зона III. Вона з'являється, коли ζΝ, що визначає 

довжину ділянки а, стає невід'ємним. Позначимо через β (1) 0 значення β (1), 

при якому ζΝ = 0 (як правило, зона III росте з точки ζ = 0, x2 = −h/2, що 

належить зоні II, тобто в точках балки, які згодом стали точками зони III, 

спочатку відбувався процес розвантаження. Таким чином, перший етап згину 

в зоні III складається з двох підетапів: на першому підетапи 1' в точках зони 

III відбувається процес розвантаження, аналогічний тому, що відбувається в  

точках зони II. Другий підетап 1" є етапом навантаження при розтязі після 

розвантаження при стиску, тобто він відноситься до третього типу. 

Відповідно до алгоритму, запропонованому в додатку Б, вважаємо 

0*
),"1( =η ΙΙΙ , а ),"1(ˆ ΙΙΙη  визначаємо аналогічно .ˆ ),1( Ιη  Знову ж таки *

),1( ΙΙΙη  і 

**
),1( ΙΙΙη  не залежить від координат точок зони III. Далі знаходимо 
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)ˆ1/()]0(/11[ ),1( bVV −−=φ ΙΙν  и величини  3
3

2
21),"1(

~~~1~
νννΙΙΙ φβ+φβ+φβ+=γ iiii   

),3,2,1( =i  де ,55,0~
1,1 −=β ,2,0~

2,1 =β ,1,0~
1,2 =β ,0~

1,3 =β ,0~~
2,32,2 =β=β  =β 3,1

~
 

= ,27,0− 0~,02,0~
3,33,2 =β−=β . Потім визначаємо 3ΙΙΙΙΙΙ γ−=δ ),"1(),"1(

~1 . 

Використовуючи формули (3.114) і (3.122), через знайдені тут величини 

обчислюємо коефіцієнти χ(1”,ΙII)k і ψ(1”,ΙII)k (k = 0,1,2) і відповідно до (3.115) і 

(3.123) знаходимо 
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εγψ+
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ΙΙΙ1ΙΙΙ1

ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1

 
        Представимо ці співвідношення в наступному вигляді: 
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ΙΙΙ1∆ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1

∆ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1

   

(3.129) 

 

Тут *]0[
),( ΙΙΙ1ε и *]0[

),( ΙΙΙ1γ  − значення ]0[
),( ΙΙΙ1ε і ]0[

),( ΙΙΙ1γ  на початку першого етапу. 

Неважко переконатися, використовуючи формули (3.82) і (3.83), що  

                        .3/||2,3/ *
)1(

]0[
3

*]0[
),1(

*
)1(

]0[
4

*]0[
),1( αδ=γαδ=ε ΙΙΙΙΙΙ KK ll    

Провівши нескладні викладки, можна записати рівності (3.129) так 

+εγψ+ψδ++δ=γ

εεχ+

+εεχ+χδ++δ=ε
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]0[]0[
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(3.130) 

]},ˆ/)( 22]0[
),(2),( btεγψ+ ∆ΙΙΙ1ΙΙΙ1  

де  
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    +χ=χεχ+εχ+χ=χ ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1 1),"(1),(
2*]0[

),(2),"(
*]0[

),(1),"(0),"(0),( ,)(  

   .~~,2

,)(,2

),"(),(
*]0[

),(2),"(1),"(1),(

2*]0[
),(2),"(

*]0[
),(1),"(0),"(0),(

*]0[
),(2),"(

ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1

ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1ΙΙΙ1

δ=δγψ+ψ=ψ

γψ+γψ+ψ=ψεχ+
 

      Таким чином, функції )( ]0[
),(

]1[
),( ∆ΙΙΙ1ΙΙΙ1 εK и )( ]0[

),(
]1[

),( ∆ΙΙΙ1ΙΙΙ1 γG  для першого 

етапу цілком отримали представлення у вигляді розкладів (3.115) і (3.116). 

Тепер відповідно до (3.117) і (3.124) можна знайти   
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εψδ+=ψεψ×

×δ+−=ψψδ++δ=ψ

εχδ+=χεχ×

×δ+−=χχδ++δ=χ

ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

    (3.131) 

Відповідно до формул (3.105) і (3.107) для знаходження )(]1[
1)1( ζφ  необхідно 

побудувати функції )(3)1( ζ⊗M и )(][ #
3)1( ζ⊗M . Для цього слід попередньо 

визначити функції )(~ ]1[
1),1( ζzE (z=I,II,III): 

                             
,)]()][(~)3(

3
2

)(~[)(~

]0[
)(),(

]0[]0[
4

2

0
),(

]0[]0[
4)(

]1[
1),(

n
jnzj

n
nzj

n
jzj

GK

KKE

ζθζΨ++

+ζΧβ=ζ ∑
=

∆
                         (3.132) 

де 

                         
.)(),()(~

,)(),()(~

22
2

2
)(

2),(),(

22
2

2
)(

2),(),(

dxxDxx

dxxDxx

z
kzjkzj

z
kzjkzj

−ζψ=ζΨ

−ζχ=ζΧ

∫

∫

ζ

ζ                 (3.132a) 

Оскільки kzj ),(χ  і kzj ),(ψ  для першого етапу не залежать від ζ і х2, то 

)2,1,0()()(

),()(~),()(~

222
)(

),1(

),1(),(),1(),1(),(),1(

=−=ζ

ζψ=ζΨζχ=ζΧ

∫
ζ

ndxxDxV

VV
n

z
nz

nzkzjnznzkzjnz
   

(z(ζ) − відрізок, що утворюється в результаті перетину прямої, паралельної 

осі х2, з зоною I, рис.3.2). Тоді (Б.66) запишеться так 
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n
jnzjzj

GKKKE

VEE
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4),(
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ψ++χ=

ζθζβ=ζ ∑
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∆
                 (3.133) 

Для функцій )(),1( ζnzV  )2,1,0( =n  неважко отримати аналітичні вирази: 
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DhDhDDhDV
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Зона II має різні межі на ділянках a і b. Тому на цих ділянках )(),1( ζΙΙ nV и має 

різні аналітичні вирази: 
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       Зона III є тільки на ділянці а. Тоді    

             ,2/}4/)]({[)( 22
20),1( hxV N −ζ=ζΙΙΙ  

          ,3/}8/)]({[4/}4/)]({[)( 33
2

22
21),1( hxhxDV NN +ζ+−ζ−=ζΙΙΙ  

          
.4/}16/)]({[
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44
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2
2),1(
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hxDhxDV

N

NN

−ζ+

++ζ−−ζ=ζΙΙΙ  

     Таким чином, функції )(),1( ζΙΙ nV ( n = 0,1,2), а, отже, і )(~ ]1[
1),1( ζΙΙE  мають 

різні аналітичні вирази на ділянках a і b. Будемо позначати їх відповідно так:  

)(~),( ]1[
1),1(,),1( ζζ ΙΙΙΙ aan EV  и ),(,),1( ζΙΙ bnV  )(~ ]1[

1),1( ζΙΙ bE . Аналогічно визначаються 

функції )(
~~ ]1[

1),1( ζzE (z=I,II,III): 

                        ,)]()[()(
~~ 2
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]0[
)(),1()(

]1[
1),(

]1[
1),( ∑

=
∆ ζθζβ=ζ
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n
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n
jnzjzj WEE                     (3.134) 
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                          )2,1,0()()( 2
2
22

)(
),1( =−=ζ ∫

ζ

ndxxDxW n

z
nz                        (3.135) 

         Неважко отримати аналітичні вирази і для функцій   )(),1( ζnzW  (n=0,1,2; 

z=I,II,III). Так само як і )(),1( ζnzV  вони представляють собою поліноми 

змінної )(2 ζNx . При цьому )(),1( ζΙΙ nW , а, отже, і )(
~~ ]1[

1),1( ζΙΙE  мають різні 

аналітичні вирази на ділянках a і b. Вони будуть позначатися так: 
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Як уже було відзначено вище, функції )(),1( ζnzV  і )(),1( ζnzW  являються 

полиномами змінної )(2 ζNx , а отже, )(~ ]1[
1),1( ζzE  і )(

~~ ]1[
1),1( ζzE  з’являються 

полиномами двох змінних )(2 ζNx  і )(]0[ ζθ : 
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    (3.137) 
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2,2),1(

4
0,2),1(4,1),1(3,1),1( DVDVVV aaaa −===−= ΙΙΙΙΙΙΙΙ

4/1,3/2 4,2),1(3,2),1( −== ΙΙΙΙ aa VDV  і т.д.). Зауважимо, що 0,0),1( =ΙΙΙ kbV  

(k=0, 1,2). З (3.137) випливає, що функція ),(3)1( ζ⊗M  яка визначається 

формулою (3.101), є поліномом двох змінних )(2 ζNx и )(]0[ ζθ : 
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    (3.138) 

і теж має різні аналітичні вирази на ділянках а і b, оскільки коефіцієнти 

nkzV ),1(  и nkzW ),1(  (z = II, III) приймають різні значення на цих ділянках. Тоді  
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  (3.139)  

На ділянці b (тобто при ζ > ζN):  
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       (3.140) 

Тут ∫
ζ

ζ

ττ=ζ
N

dff b )()(][ # . Зауважимо, що коефіцієнти D(1,u)n і D(1,d)n, які визна- 
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чаються за формулами (3.124), не залежать від  ζ. 

      Формули (3.139) і (3.140) відповідно до (3.192) дозволяють визначити 

)(]1[
)1( ζφ , а отже, і )()()( ]1[

)1(
]0[

)1( ζφ+ζφ=ζφ . Для знаходження прогинів на 

першому етапі використовуємо співвідношення 

                                               )(][)( #
)1()1( ζφ=ζ lv .                                        (3.141) 

Звідси і з (3.105) отримуємо 
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Зауважимо, що 
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при ζ ≤ ζN  і 
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при ζ > ζN .  Таким чином, визначення прогинів )()1( ζv  зводиться до 

обчислення інтегралів  

),(])[(),(])()[(),(])[( #]0[#]0[
2

#]0[ ζθζθζθ nnk
N

n x )(])()[( #]0[
2 ζθ nk

Nx .  
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Їх можна визначати чисельно, можна отримати для них аналітичні вирази, 

використовуючи MathCAD або Matlab, можливо також використовувати 

розкладання подинтегральних функцій в степеневі ряди. 

Зауваження. Для скорочення обсягу обчислень функцію v(1)3(β) можна 

апроксимувати поліномом, наприклад, третього ступеня: v~ (1)3(β) = Аβ + Ββ2 + 

+Cβ3, визначаючи коефіцієнти А, В і С з рівності )()(~
3)1(3)1( kk vv β=β    ( k = 

 1,2,3),   де  ),0( *
)1(β∈βk ( *

)1(β − значення β в кінці першого етапу). 

           Переходимо тепер до вивчення згину балки на другому етапі 

циклічного завантаження, коли сила F2 убуває від значення F2
* до нуля. Це 

означає, що параметр β змінюється від β(2)
*= F2

*l2/H до β(2)
**= 0. 

         Нехай коефіцієнти ),2(),2(
~, zzA δ  і функція )(),2( η∆zf  для деякої зони z є 

ще і функціями деякого параметра  р(0 ≤ р ≤ 1). Тоді функціями цього 

параметра виявляться і kz),2(χ (k = 0,1,2): 
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де     
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)2,1(),()()(,1),( ),2(),2(),2(
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),2( =η=ζ−η= ∆∆
−

∆ kpfpAppf kzzkzkz . 

Апроксимуємо функції )(),2( pkzχ (k = 0,1,2) на відрізку [0,1] таким чином: 

                                           ∑
=
χ=χ

n

m

m
kmzkz pp

0
),2(),2( )(                                    (3.146) 

Коефіцієнти χ(2,z)km визначаємо з умов  
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                                 ∑
=
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m

m
ikmz p

0
),2( = )(),2( ikz pχ (i=0,1,…,n),                        (3.147) 

де pi∈[0,1], а )(),2( ikz pχ (i=0,1,…,n) визначаються з (3.119).  

Визначник системи (3.147) 

                                                    n
mi

m
ip 0,|| ==∆                                              (3.148) 

є визначником Вандермонда. Він обчислюється за формулою 
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−=∆
mi

mi pp )( .                                           (3.149)  

         Відповідно до правила Крамера 

                                                ∆∆=χ /),(
),2(),2(
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zkmz ,                                        (3.150) 

де ),(
),2(

mk
z∆  −  визначник, отриманий з Δ заміною m-го стовпця на стовпець 

правих частин системи (3.148). Неважко переконатися, що  

                                            im

n

i
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(Dim − алгебраїчне доповнення елемента Δim визначника Δ). З (3.151) 

отримуємо 
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i
ikzkmz Dp ,                              (3.152) 

       Використовуючи формулу (3.74) і нехтуючи складовими, що містять 

β2, знаходимо, що 
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11 ζθ−δβ+δα=ζσ lxEx l .                 (3.153) 

Тоді рівень поздовжніх нормальних напружень визначається так 
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(т = b в стислій зоні і т = bt в розтягнутій). якщо параметр р = η(ζ, х2), тобто 

також є функцією ζ і х2 , то 
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( m
iC −біноміальні коефіцієнти). Запишемо (3.155) так: 
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Аналогічно, згідно з додатком Б маємо   
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де   
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       Апроксимуємо функції )(),2( pkzψ (k = 0,1,2) на відрізку [0,1] так: 
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Коефіцієнти ψ(2,z)km визначаються з умов  
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( )(),2( ikz pψ (I = 0,1,…,n) визначаються з (3.157)). Так само як і в (3.153) 

маємо 
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Далі аналогічно (3.157) матимемо 
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Відповідно до (3.96) 
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Звідси за допомогою (3.156) і (3.160) знаходимо 
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де   ∫
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Тепер є можливість визначити величини )(~ ]1[
1),2( ζzE  і )(

~~ ]1[
1),2( ζzE (див. (3.97) − 

(3.98)) 
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У зоні I (рис. 3.3) на другому етапі згину стискаючі напруження починають 

зменшуватися, тобто там спостерігається процес розвантаження. У 
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класифікації додатка Б цей процес відноситься до етапів поздовжнього 

розтягу-стиску другого типу.  

 
Рис. 3.3 Схема розподілу зон навантаження і розвантаження на другому етапі 

навантаження 

 

Відповідно до формул додатка Б маємо 
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Тут *
),2( Ιη − рівень нормальних напружень на поперечних перерізах в зоні I на 

початку етапу (надалі для стислості будемо називати їх поздовжніми). Звідси 

випливає, що коефіцієнт зміни січного модуля пружності V(2,I)(Δη), 

коефіцієнт Пуассона ν(2,I)(Δη) и функція f(2,I)(Δη)  виявляються ще й 

функціями *
),2( Ιη : 
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Таким чином, в якості параметра р для зони I виступає *
),2( Ιη . Тому в 

формулах (3.154) слід покласти    
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Зауважимо також, що рівень поздовжніх нормальних напружень в кінці 

другого етапу в точках зони I дорівнює рівню таких напружень на початку 

першого: 
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),2(                                      (3.167) 

(відмітимо, що *
)1(η  не залежить від координат точок, а є деякою константою 

для всіх точок балки). 

        Приймемо  
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Використовуючи тепер формули (Б.67) − (Б.84) при z = I, визначаємо ,~
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тобто V(2,I)il  і W(2,I)ki не залежать від ζ. З (3.163) знаходимо )(~ ]1[
1),2( ζΙE  і 

).(
~~ ]1[

1),2( ζΙE  

           Зона II на другому етапі згину розпадається на дві зони: IIcc і IItc (рис. 

3.3). Зона IIcc поширюється від лінії x2 = )(*
,2)2( ζnx , відповідної положенню  

нейтральної лінії при β = *
)2(β ( тобто на початку етапу), до лінії x2 = D. У ній 

відбувається процес навантаження при стиску після процесу розвантаження 

при стиску на попередньому етапі. Цей процес відноситься до етапів третього 

типу в класифікації додатку Б. 

          Відповідно до (3.50) [78] величина φν, що визначає корегувальні 

функції )3,2,1(~ =γ ii ( см. (3.48) [78]), для зони IIcc (тобто при неповному 

розвантаження) обчислюється за формулою 
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Тут для стислості опущений аргумент функції ),( 2
*

),2( x
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ζη ΙΙ , а через *
)1(η  

позначено значення η на початку першого етапу. Нагадаємо, що *
)1(η  не 

залежить від координат ζ і х2. Тоді з (3.146) і формули (3.47) [78] будемо мати 
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   (коефіцієнти βk,I (k,I = 1,2,3) визначаються за допомогою таблиці 3.1 [78]). 

             З формул (Б.50) і (Б.65) знаходимо  

   

.]))((

||)(1)[(ˆ1(

)(ˆ),(,
ˆ)(3

)21(ˆ
)(
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∆ΙΙΙΙΙΙ

∆ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ

ΙΙΙΙ∆ΙΙΙΙ

ΙΙΙΙ
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εη
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=η

cccccc
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V
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E

A
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        (3.172) 

 З (Б.63) отримуємо 

                      
),()21(

),(21
),(

*
),2(),2(0

*
),2(),2(*

),2(),2(
∆ΙΙΙΙ

∆ΙΙΙΙ
∆ΙΙΙΙ ηην−

ηην−
=ηη

cccc

cccc

cccc V
f ,             (3.173) 

де )(),( *
),2(

*
),2(),2( ∆ΙΙ∆ΙΙΙΙ η+ην=ηην

cccccc b . Таким чином, аналогічно до 

випадку з зоною I коефіцієнти )( *
),2(),2( cccc

A ΙΙΙΙ η , )(~ *
),2(),2( cccc ΙΙΙΙ ηδ   і функція 

)(),2( ∆ΙΙ η
cc

f  виявляються ще й функціями *
),2( ccΙΙη . 

       Зауважимо, що співвідношення (3.165) має місце і для точок зони IIcc: 

                                                       *
)1(

**
),2( η=η ΙΙcc

.                                           (3.174) 

Як і для зони I приймемо  

                                   .2/, 12
*

),2(
**

),2(1 ∆∆ΙΙΙΙ∆ η=ηη−η=η
cccc

                        (3.175) 
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Проводячи обчислення за формулами (3.145) ─ (3.162), в яких прийнято z =  

= IIcc  і р= *
),2( ccΙΙη , а ηk (k = 0,1,2) визначаються за формулами (3.165), 

знаходимо, що .)(
~~),(

~~),(~),(~
),2(),2(),2(),2( ζΨζΧζΨζΧ ΙΙΙΙΙΙΙΙ kkkk cccccccc

 (k = 0,1,2) з 

формул (3.161) і (3.162), в яких 

                           ,)()(
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2
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),2(
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ζ

ζ
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cc dx
x

x
Dxx

W

U
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ki

ki
                      

Тут IIcc(ζ’) − відрізок, що утворюється в результаті перетину прямої ζ = ζ’ із 

зоною IIcc (рис. 3.3). Нагадаємо, що відрізок балки 0 ≤ ζ <ζN носить назву 

ділянки а. Розіб'ємо відрізок балки ζN  ≤ ζ < 1 на дві ділянки − ділянку b: ζN  ≤ 

ζ < *
Nζ  і ділянку с: *

Nζ   ≤ ζ < 1 (рис. 3.3).  На ділянках a і b нижньою і 

верхньою межами зони IIcc є відповідно лінії x2 = )(*
,2)2( ζNx  и x2  = D, а на 

ділянці з межами зони IIcc є лінії x2  = −h/2 і x2 = D. Тому на цих ділянках 

)(),2( ζΙΙ klcc
V  і )(),2( ζΙΙ klcc

W  мають різні аналітичні вирази. На ділянках а і b: 
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2

2
2221

),2( *
,2)2(

∫
ζΙΙ
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ba,,
      (3.176) 

а на ділянці с:                                                                                                                                                                                                                                                                                     

                  ,)()(
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                   (3.177) 

Тому величини )(
~~),(

~~),(~),(~
),2(),2(),2(),2( ζΨζΧζΨζΧ ΙΙΙΙΙΙΙΙ kkkk cccccccc

, а отже, і 

)(~ ]1[
1),2( ζΙΙcc

E  і )(
~~ ]1[

1),2( ζΙΙcc
E  по-різному визначаються на ділянках a, b і с. 

Позначимо їх відповідно через    ),(~),(~
,,),2(,,),2( ζΨζΧ ΙΙΙΙ bakbak cccc

  

),(~),(
~~),(

~~ ]1[
,,1),2(,,),2(,,),2( ζζΨζΧ ΙΙΙΙΙΙ babakbak cccccc

E  )(
~~ ]1[

,,1),2( ζΙΙ bacc
E   и  ),(~

,),2( ζΧ ΙΙ ckcc
 

),(
~~),(~

,),2(,),2( ζΧζΨ ΙΙΙΙ ckck cccc
 ,)(

~~
,),2( ζΨ ΙΙ ckcc

 )(
~~),(~ ]1[

,1),2(
]1[

,1),2( ζζ ΙΙΙΙ cc cccc
EE   (k = 

0,1,2). 

       Переходимо до дослідження зони IItc (рис. 3.3). Вона обмежена лініями 
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 ζ = 0, x2 = )(,2)2( ζNx , х2 = −h/2 и x2 = )(*
,2)2( ζNx . Точки цієї зони на 

попередньому етапі входили до складу зони III, тобто розтягнутої зони. Тому 

етап 2 в зоні IItc складається з двох підетапів: підетапу 2', що складається з 

процесу розвантаження при розтязі, і підетапу 2", що представляє собою 

процес навантаження при стиску. Для підетапу 2" відповідно до (3.170) 

маємо 

                           )ˆ1/()](1[)( *
)1(

**
),"1(),"1(

**
),"1( bVV −η−η−=ηφ ΙΙΙΙΙΙΙΙΙν                   (3.178) 

( ),( 2
**

),"1( ζη ΙΙΙ x −значення η в точках зони ΙΙΙ в кінці етапу 1'). Таким чином, φν 

виявляється функцією параметра **
),"1( ΙΙΙη . Звідси випливає, що для величин 

2),2(1),2(),2(),2(),2(
]0[

),2( """""" ,,ˆ,ˆ,ˆ,,~
tctctctctctc

VEi ΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙΙ ωωεσγ  мають місце формули 

(3.171) з заміною *
),2( ccΙΙη  на **

),"1( ΙΙΙη : 
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           Далі маємо 
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(3.180)   

де )()(
),2( " ∆∆ΙΙ

ην=ην b
tc

. Таким чином, в якості параметра р для зони IItc  
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виступає **
),"1( ΙΙΙη  і тому 

              )ˆ/(,ˆ/,ˆ/ ]0[
1

*
)2(20

]0[
1

*
)2(1

]0[
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*
0 btbtbtl lEEE σβ−=ησδβ=ησδα=η          (3.181) 

( *
)2(

**
)1( β=β ).    Приймемо   тепер  *

)1(
**

),2(2 " η=η=η ΙΙ∆
tc

,   ηΔ1 = ηΔ2 / 2. 

Використовуючи прийом, застосований при дослідженні зони III на етапі 1, 

можемо записати 
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де  )( **
),"1(),2( " ΙΙΙΙΙ ηχ ktc

(k = 0,1,2)  визначаються з (3.145) при  р  =  **
),"1( ΙΙΙη , а   
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tcΙΙ
ε − середнє подовження на початку етапу 2' в зоні IItc. Потім 

використовуємо формули (Б.54) − (Б.72). В результаті знаходимо   
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  (k = 0,1,2). При цьому на 

ділянці а 
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а на ділянці b 
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Звідси випливає, що величини )(~),(~),(~ ]1[
1),2(),2(),2( ζζΨζΧ ΙΙΙΙΙΙ tctctc

Ekk , 
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~~),(

~~),(
~~ ]1[

1),2(),2(),2( ζζΨζΧ ΙΙΙΙΙΙ tctctc
Ekk  різні на ділянках a і b. 

Позначимо їх так:  
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EE   (k = 0,1,2). 
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Переходимо до дослідження зони III. У ній відбувається процес роз- 

вантаження при розтязі. З формули (Б.53) маємо 
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Тут *
),2( ΙΙΙη − рівень поздовжніх нормальних напружень в зоні III на початку 

етапу. Коефіцієнт зміни січного модуля пружності V(2,III)(ηΔ), коефіцієнт 

Пуассона ν(2,III)(ηΔ)  і  f(2,III)(ηΔ) є функціями *
),2( ΙΙΙη : 
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                                                                                                                                         (3.185а)     

Таким чином, для зони III  
*

),2( ΙΙΙη=p . 

Величини ηk (k = 0,1,2) визначаються за формулами (3.181). Приймемо  
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          Використовуючи тепер формули (3.146) − (3.163) при z = III, 

визначаємо ,~
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Запишемо формулу (Б.35) для етапу 2 в наступному вигляді: 
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 (3.188) 

Зауваження. В (3.188) через Z(ζ`) позначено множина зон, що 

перетинаються прямою ζ = ζ`, а через  u(ζ`) и d(ζ`) − верхню и нижню зони, 

які перетинаються цією прямою. Так на ділянці а Z(ζ) = Za = I, IIcc, IItc, III, u(ζ) 

= I, d(ζ) = III; на ділянці b − Z(ζ) = Zb = I, IIcc, IItc, u(ζ) = I, d(ζ) = IItc; на ділянці 

с − Z(ζ) = Zc = I, IIcc, u(ζ) = I, d(ζ) = IIсc.  

З (3.99) маємо  
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          Відповідно до вищенаведеного зауваження на ділянці а: 
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на ділянці b: 
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на ділянці с: 
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ΙΙΙ

ΙΙΙ

nnn
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DDJB

DJJDJJA

c,

        (3.190c) 
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Формули (3.187) − (3.190) визначають значення )(3)2( ζ⊗M  на всіх трьох 

ділянках: a, b і с. Позначимо їх відповідно через )(),( ,3)2(,3)2( ζζ ⊗⊗
ba MM  і 

).(,3)2( ζ⊗
cM   Легко переконатися, що на ділянці a: 

                        

)}.(]~[)(]
~~{[

)}(])([)(])({[

)(][)(][)(][

#]0[]1[
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EEb
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a

          (3.191a) 

(введено позначення ∫
ζ

ττ=ζ
0

# )()(][ dff );  

на ділянці b: 
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∑
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    (3.191b) 

на ділянці с: 
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Цілком аналогічно визначається )(][ ##
3)2( ζ⊗M  на ділянках a, b і с балки. 

Обчислення )(][ #
3)2( ζ⊗M  і )(][ ##

3)2( ζ⊗M  можна значно спростити, якщо,  
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користуючись гладкістю функцій ),,()(,3)2( cbasM s =ζ⊗ , апроксимувати їх 

поліномами  ∑
=

⊗ ζ−ζ
n

k

k
sksM

0

*
,,3)2( )(  ),0( ***

Nca ζ=ζ=ζ , коефіцієнти яких  

),...,1,0(,,3)2( nkM ks =⊗  визначаються з умов 

                                     )()(
0

,3)2(
*

,,3)2(∑
=

⊗⊗ ζ=ζ−ζ
n

k
ss

k
ssks MM i,i,                       (3.192) 

(точки ζs,I (I = 0,1,…,n) належать ділянці s). 

      З формул (3.105) − (3.106) отримуємо 

                         
./)]1()1([

,)}(][)(]{[)(
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]1[
)(
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cMM
H
l

j

⊗⊗

⊗⊗

+=

ζ+ζ+ζ−=ζφ
             

звідки випливає, що 

                 .
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)}(][)(]{[)(][
2

0)2(
##

3)2(
##**

3)1(
#]1[

)(
ζ

+ζ+ζ−=ζφ ⊗⊗ cMM
H
l

j          (3.193) 

Далі, використовуючи співвідношення (додаток Б) 

                                     )}(][)(]{[)( #]1[
)2(

#]0[
)2( ζφ+ζφ=ζ lv ,                           (3.194) 

знаходимо прогин консолі )()2( ζv . 

          На наступному, третьому, етапі сила F2 змінює напрямок і змінюється 

за модулем від нуля до деякої величини **
2)3(F . Це означає, що параметр β 

змінюється від 0*
)3( =β  до 0**

)3( <β . Цей етап аналогічний першому за 

винятком того, що розподіл зон змінюється на протилежний по відношенню 

до рис. 3.3 і параметр β має протилежний знак (рис. 3.4).  

Четвертий етап аналогічний другому за винятком зміни розподілу зон і 

знака параметра β, який змінюється в межах від =β*
)4(  **

)3(β  до 0**
)4( =β . Із 

закінченням четвертого етапу завершується перший цикл і починається 

другий, при якому алгоритм обчислення прогинів балки аналогічний такому 

на першому і т.д.  
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Рис. 3.4 Схема розподілу зон навантаження і розвантаження на третьому 

етапі циклічного навантаження консолі 

 

Приклад 3.1.   Розглянемо   згин   залізобетонної    консольної    балки,  що 

 знаходиться під дією сил постійної сили F1 і сили F2, величина якої на 

першому етапі завантаження зростає від нуля до =∗
1F 10 кН , потім на 

другому етапі вона зменшується до нуля. Наступні два етапи повторюють 

перші два, але при цьому сила змінює напрямок на протилежний. довжина 

балки l = 8 м, розміри поперечного перерізу: b = 0,8 м, h=0,28 м, матеріал − 

бетон класу В35. Армування симетричне − 12 стержнів діаметром 15 мм, 

матеріал − сталь А-III. Сила F1 = − 294,3 кН, параметр α* = − 0,297.  

 
Рис. 3.5 Графік зміни прогину консолі в процесі циклічного навантаження 
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На рис. 3.5 наведено графік залежності прогину кінця консолі (в метрах) від величини 

сили F2 на різних етапах циклу згину.  Графік утворює гістерезисну петлю, яка 

виявляється незамкненою через виникнення залишкової деформації протягом циклу.  

Отже, в цьому параграфі детально описано алгоритм методу 

застосування методу малого параметру при дослідженні квазістатичного 

згину елементів залізобетонної каркасної будівлі. Алгоритм 

продемонстровано на конкретному прикладі. 
 

3.4 Застосування методу малого параметру при дослідженні коливань 

одновимірної моделі залізобетонної каркасної споруди при ударному і 

сейсмічному впливах 

           Розглянемо   рух   зосередженої    маси    М,    розташованої    на    кінці 

 залізобетонної колони (рис. 2.7), основа якої переміщається по горизонталі з  

прискоренням )(tw . Складаючи основне рівняння динаміки точки М відносно 

 неінерціальної системи відліку ху і проектуючи його на вісь у, отримуємо 

                                       )(22

2
tmwR

dt
vdm +−= ,                                    (3.195) 

де m – маса точки М, v  – її горизонтальне зміщення, R2 - горизонтальна 

складова реакції колони. Розділимо обидві частини рівності (3.195) на ml (l – 

довжина консолі) і, користуючись тим, що за величиною R2 = F2 (F2 – 

горизонтальна складова сили, що викликала зміщення), будемо мати 

                                                   
l
tw

ml
H

dt
d )(

32

2
+β−=

η .                                  (3.196) 

Тут η = lv / , β = F2 l2/ H, ,2 2
11

]0[
1 hSEJEH a+=  ( )1/( 2]0[]0[

1 ν−= EE ,  Е[0]  −  

модуль лінійної пружності бетону, ν − його коефіцієнт Пуассона; J= dh3 / 12 

−  момент інерції поперечного перерізу, Еа − модуль пружності арматури; S1 

− площа перерізу верхньої і нижньої арматури, S = dh). 

 В п. 3.3 цього розділу викладено алгоритм, що дозволяє визначити 

прогини залізобетонної консольної балки в залежності від Δβ(j) (Δβ(j) = β – 
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β(j)
*, j – номер этапу, β(j)

* – значення β в його початку), а значить, і від β, на 

різних етапах першого циклу її квазістатичного згину: на першому (β ≥ 

0,dβ/dt ≥ 0), другому (β ≥ 0, dβ/dt≤ 0), третьому (β ≤ 0, dβ/dt ≤ 0) і четвертому  

(β ≤ 0, dβ/dt ≥ 0) этапах. На наступних циклах послідовність етапів 

зберігається. Таким чином, функція )()()( β= jj vv , а, отже, і η(j) = η(j)(β),  

визначається на кожному з етапів. Для скорочення обсягу обчислень можна 

зробити в такий спосіб: обчислити значення η(j)i = η(j)(β(j)I) (β(j)1 = β(j)
* , β(j)2 < 

β(j)3 < ...< β(j)n-1 < β(j)n, β(j)n = β(j)
**, β(j)

** – значення β в кінці j–го етапу), а потім 

побудувати поліноміальну апроксимацію (наприклад, з використанням 

інтерполяційної формули Лагранжа) ∑
=

−βΗ=βη
n

k

k
kjj

1

1
)()( )(~  так, щоб 

),...,2,1()()(~
)()()()( niijjijj =βη=βη . Використовуючи методи поліноміальної 

апроксимації і ті ж значення η(j)i і β(j)i (i = 1,2,…,n), легко отримати формулу і  

для зворотної функції )(~
)( ηβ j : 

                                                 1

1
)()( )(~ −

=
ηΒ=ηβ ∑ k

n

k
kjj .                                   (3.197) 

       Зробимо в (3.196) заміну незалежної змінної t безрозмірним часом τ 

наступним чином: 

                                                          0/ωτ=t ,                                                (3.198) 

 (ω0 – частота вільних лінійних коливань вантажу на консолі:  

ω0 = (3H/ml3)1/2). Тоді з одночасною заміною β його поліноміальною 

апроксимацією для руху вантажу на j-му етапі матимемо наступне 

диференціальне рівняння: 

                                               )()(~
3
1

0
)( ω

τ
−ηβ−=η wj ,                                  (3.199) 

де 2
02

2
/)()(, ω=

τ
η

=η ltwtw
d
d

 . 

      Для демонстрації методу рішення диференціального рівняння (3.199) 

розглянемо кілька прикладів. 
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Приклад 3.2 - нелінійні вільні коливання одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної будівлі, викликані ударним впливом. 

В цьому випадку 0)( =tw . Припустимо, що спочатку за допомогою 

квазістатичного прикладання сили F2 вантаж в результаті дії цієї сили був 

зміщений з положення рівноваги на деяку відстань в сторону позитивного 

напрямку осі у. Потім (при t = 0) вантаж був відпущений, і почалися його 

вільні коливання. Таким чином, на початковому (після t = 0) етапі руху 

вантажу маємо β > 0. Крім того, очевидно, що реакція колони починає 

зменшуватися, тобто 0<β . Це означає, що рух почався з другого етапу згину 

колони, тобто в (3.197) слід покласти j = 2. Початкові умови для цього етапу 

0,/0 =η=η lv . За допомогою методів, викладених в п. 3.4, знаходимо 

коефіцієнти розкладу (3.197), тим самим повністю визначаємо параметри, 

однозначно визначаючі функцію )(~
)2( ηβ . Потім приступаємо до чисельного 

вирішення рівняння (3.199), наприклад, за допомогою методу Рунге-Кутта, 

визначаючи на кожному кроці значення η і η , а також )2(
~β . Як тільки )2(

~β  

стає рівним нулю, обчислення припиняємо, так як рівність 0~
)2( =β  означає 

кінець етапу. Значення η і η  в цей момент є ні чим іншим, як **
)2(η  і **

)2(η  

(тобто  кінцевими  значеннями  для  цього  етапу).  Внаслідок  безперервності   

функцій  η(τ)  і  )(τη  вони   є  одночасно   *
)3(η   і  *

)3(η ,   тобто початковими 

значеннями для наступного етапу, на якому 0~
)3( <β  і 0~

)3( <β .  Потім 

визначаємо k)3(Β  і процедура побудови рішення повторюється, при цьому 

визначаються η і η , а також )3(
~β  і )3(

~β . Значення 0~
)3( =β  означає кінець 

третього етапу. У цей момент визначаються *
)4(

**
)3( η=η  і *

)4(
**
)3( η=η  . Тепер 

можна приступити до четвертого етапу, який є заключним для першого 

циклу. Другий цикл починається з першого етапу, початкові умови для якого 

визначаються в кінці четвертого етапу першого циклу і т.д. і т.п. 
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На рис.3.6 представлені графіки вільних коливань вантажу на колоні 

для трьох випадків початкових умов 1. 0v =0.06м, 0v =0; 2. 0v =0.04м, 0v =0; 3. 

0v =0.02м, 0v =0.  

 
Рис. 3.6 Графіки вільних нелінійних коливань вантажу на колоні  

 

Відразу помітний загасаючий характер коливань. Крім того, помітно, що 

центр коливань не збігається з початковим положенням рівноваги. Це 

пов'язано з виникненням залишкових деформацій під час початкового 

відхилення і в процесі подальших коливань. 

Приклад 3.3 - нелінійні вимушені коливання одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної будівлі при сильному сейсмічному впливі. 

Розглянемо нестаціонарні коливання вантажу, викликані горизонтальним 

рухом точки опори залізобетонної колони з прискоренням )sin()( 0 ptwtw =  

при 0w = 0, 25 м/с2.  

Диференціальне рівняння (3.199) в цьому випадку буде виглядати так 

                             )sin()(~
3
1

0)( λτ−ηβ−=η wj ,                                    (3.200) 

 де 0
2
000 /,/ ων=λω= lww . Передбачається, що в початковий момент колона 

і вантаж на її кінці перебували в стані спокою. Згідно рис. 2.7 початкове 

зміщення точки опори колони разом з системою координат направлено вліво,  
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що призводить до зміщення вантажу щодо системи координат ху вправо. 

Таким чином, на першому етапі руху вантажу 0,0 >> vv  , звідки випливає 

0,0 >β>β  , тобто етап руху вантажу відповідає першому етапу згину 

консолі. Використовуючи методи п.3.1-3.3, визначаємо коефіцієнти розкладу 

(3.197), а потім приступаємо до вирішення рівняння (3.199). рівність 0~ =β  

означає кінець першого етапу і початок другого. Далі все відбувається 

аналогічно до попереднього прикладу. 

          На рис. 3.7 представлені графіки руху вантажу при різних значеннях    

λ = ν/ω0.  Крива 1 відповідає λ = 0.7, крива 2 – λ = 1.  

 

 
Рис. 3.7 Графіки коливань вантажу на залізобетонній колоні при 

кінематичному гармонійному збудженні при різних значеннях частоти  
 

          На графіку 2 помітно накопичення пластичних деформацій. 

У цьому параграфі детально описано алгоритм застосування методу 

малого параметру при дослідженні нелінійних пружнопластичних коливань 

одновимірної моделі залізобетонної каркасної будівлі. Алгоритм 

продемонстровано на ряді конкретних прикладів. 

Результати  досліджень, наведених у даному розділі, опубліковані в 

роботах [216-222]. 
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3.5 Висновки за розділом 3 

 1. Запропонований в розділі 2 метод вирішення задач статики і 

динаміки залізобетонних балок з урахуванням нелінійних і пластичних 

властивостей бетону для випадків малої нелінійності поширений на випадок 

великої нелінійності шляхом розбиття процесу згину на ряд етапів, в межах 

кожного з яких нелінійність виявляється малою. 

2. Побудовано диференціальні рівняння першого та другого наближень в 

приростах кутів повороту поперечних перерізів (з яких можуть бути 

отримані диференціальні рівняння в приростах прогинів) для кожного з 

етапів згину. 

3. На основі побудованих диференціальних рівнянь побудовано алгоритм 

дослідження квазістатичного згину елемента залізобетонної каркасної будівлі 

при великих навантаженнях. 

4. Побудовано алгоритм дослідження вільних коливань одновимірної 

моделі залізобетонної каркасної споруди при великих початкових прогинах. 

5. Досліджено динаміку одновимірної моделі залізобетонної каркасної 

споруди при сильних сейсмічних впливах. 
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РОЗДІЛ 4 

ДИНАМІКА ЕЛЕМЕНТІВ ТА ОДНОВИМІРНИХ МОДЕЛЕЙ 

ЗАЛІЗОБЕТОННИХ КАРКАСНИХ БУДІВЕЛЬ З УРАХУВАННЯМ 

ГЕОМЕТРИЧНОЇ НЕЛІНІЙНОСТІ КОНСТРУКЦІЇ І ФІЗИЧНОЇ 

НЕЛІНІЙНОСТІ І ПЛАСТИЧНОСТІ МАТЕРІАЛІВ 

(метод граничних елементів) 

 

4.1 Побудова диференціального рівняння плоского згину залізобетонної 

балки з урахуванням фізичної та геометричної нелінійностей і 

пластичності матеріалів при складному навантаженні 

У розділі 3 було побудовано диференціальне рівняння плоского згину 

залізобетонної балки з урахуванням геометричної та фізичної нелінійностей і 

пластичності бетону для випадку простого навантаження на основі 

деформаційної теорії пластичності [78,96]. У цьому розділі навантаження 

балки не передбачається простим і тому для опису напружено-

деформованого стану в бетоні замість деформационной теорії пластичності 

використовується теорія пластичної течії [78,96,80-81,96,115,117,182]. 

       Розглядається згин залізобетонної консольної балки прямокутного 

поперечного перерізу, що знаходиться під дією навантаження, прикладеного 

до кінців (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1 Схема навантаження балки 
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 Як прийнято в теорії пластичної течії, прирости деформацій  можуть бути 

представлені у вигляді суми пружних і пластичних складових: 

                                                           .][][][ pe ddd ε+ε=ε                                                 (4.1) 

Тут d[ε] = [dε11, dε22, dε12] (εij − елементи тензора деформацій, передбачається, 

що балка знаходиться в стані плоскої деформації). Відповідно до 

асоційованого закона течії приріст пластичної деформації може бути 

представлений в наступному вигляді: 

                                                
][

)],([][
σ∂

χσΦ∂
ϑ=ε pd ,                                          (4.2) 

де Φ − функція навантаження, χ - параметр зміцнення [78,79,81,94-96], [σ] = 

[σ11, σ22, σ12], σi,j − елементи тензора деформацій, - коефіцієнт пропорційності. 

Відповідно до закону Гука можна записати 

                                                    ee dDd ][][][ ε=σ                                              (4.3) 

([D]e − початкова матриця пружності). Зауважимо, що матриця [D]e для 

лінійно пружного ізотропного матеріалу в разі плоскої деформації має 

наступний вигляд: 

                                          
















µ−
µ

µ

µ−
=

0

0

0

0

0

100
01
01

1
2

][
G

D e .                                   (4.4) 

Тут  G0 − модуль зсуву, )1/( 000 ν−ν=µ , ν0 − початковий коефіцієнт 

Пуассона. 

       Підставляючи (4.2) і (4.3) в (4.1), матимемо 

                                      
][

)],([][][][ 1

σ∂
χσΦ∂

ϑ+σ=ε − dDd e .                                  (4.5)         

Приймаючи, що 

                                                     p
T dd ][][ εσ=χ                                                (4.6) 

і слідуючи далі [78] або [96], отримуємо 

                                                    ][][][ ε=σ dDd ep ,                                            (4.7) 
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де 

  1}
][

][
][

][]
][

{[][]
][

[
][

][][][ −

σ∂
Φ∂

σ
χ∂
Φ∂

−
σ∂
Φ∂

σ∂
Φ∂

σ∂
Φ∂

σ∂
Φ∂

−= T
e

T
e

T
eeep DDDDD .  (4.8) 

        

Будемо будувати функцію навантаження в наступному вигляді: 

                                             )(])([)],([ χ+σΦ=χσΦ hl                                      (4.9) 

(Φl([σ]) − функція, яка визначає граничну поверхню і умову міцності Φl([σ]) 

= 0 в просторі напружень, h(χ) − функція зміцнення). Використовуємо умову 

міцності для плоского деформованого стану бетону, наведене в [41]: 

                                                         ,0])([ =σΦ l                                               (4.10) 

    22
122211

2
2211 )(

3
14))((2)(])([ pcpcl RRRR +−σ+σ+σ−+σ−σ=σΦ .  (4.10а)  

Як вже помічалось, Rc  і Rp – межі міцності матеріала при осьових стиску і 

розтязі. В дисертації прийнято: Rc = Rbn = fck,, Rp = Rbtn = fctk.  

Приймемо 

                                                       )~(~)( 11σΦ−=χ lh ,                                        (4.11) 

де через )~(~
11σΦ l  позначена ])([σΦ l  при осьовому розтязі (стиску) в умовах 

плоскої деформації, тобто 

                             2
11

2
1111 )(

3
1~)(2~)~(~

pcpcl RRRR +−σ−+σ=σΦ .                  (4.12) 

Так як поточні значення напружень (тобто компоненти вектора [σ]) повинні 

лежати на поверхні навантаження, тобто повинні задовольняти рівнянню 

                                                       0)],([ =χσΦ ,                                              (4.13) 

то  рівність ])([)~(~
11 σΦ=σΦ ll  являє собою квадратне рівняння щодо 11

~σ , 

вирішуючи яке знаходимо 

                    ])([)(
3
1)()(~ 22

11 σΦ+++−+−−=σ lpcpcpc RRRRRR .        (4.14) 

Знак плюс перед коренем обраний тому, що при деформаціях, близьких до 

одноосьового розтягу (стиску), має виконуватися наступне співвідношення 

1111
~ σ≈σ .   
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       Розглянемо тепер залізобетонний стержень, підданий одноосьовому 

розтягу або стиску при плоскій деформації. Відповідно до деформационної 

теорії пластичності бетону Г.А.Генієва [41] можна записати наступні 

співвідношення: 

                        

                           
).()(),,()(),(

,)(,),(3

010000201000

0000000

γ=γγεγ=γε
γγ=τεγε=σ

gGGggKK
GK

              (4.15) 

Тут σ0, γ0 − октаедричні напруження,  

                        .
2

1),(,
),(22

31)( 2
0

0

0
002001 γ

ε
+=γεγ

δλκΓ
−=γ

ggg
c

              (4.16) 

g0 − модуль дилатації, K0 і G0 − початкові модулі об'ємного стиску і зсуву, Гc 

− гранична інтенсивність деформацій зсуву при чистому зсуві, а κ (λ, δ) 

визначається за формулою 

                                δ++
δ+λ

+
δ+λ

=δλκ 1
4

)1(
2

)1(),(
22

.                           (4.17) 

У формулі (4.17): 

                           ,)2/(3,)/(,/ 3/1
3

3
000 DSTSeTf =−=δσ−=λ                (4.18) 

D3 − третій інваріант девіатора напружень, 02
3
τ=T − інтенсивність 

дотичних напружень, f0  і е0 − безрозмірні коефіцієнти: 

                                    ,1
3

,
)(3

200 −=
−

=
c

pc

pc

pcc

T
RR

e
RR

RRT
f                                (4.19) 

Тс − граничне значення Т при чистому зсуві. Зауважимо, що при даному 

напружено-деформованому стані стержня 

                              
2

110
11

0

2
110

11
0

1|~|
3

22,
3

~

,1|~|
3
2,

3

~)1(

µ+µ+ε=γ
εµ

=ε

ν+ν−σ=τ
σν+

=σ
                      (4.20) 

( 11
~σ −нормальне напруження на площинці, перпендикулярній осі стержня,  
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11
~ε  − поздовжня деформація, μ = ν / (1-ν), ν - коефіцієнт Пуассона). Тоді 

враховуючи що 

                                      ))()(( 0302013 σ−σσ−σσ−σ=D ,                          (4.21) 

формули (4.18) і (4.15) можна представити так: 

     ),~sgn(
)1(

)21)(1)(2(
2

),~sgn(
1

1
3 112/32

0
112

0 ε
ν+ν−

ν−ν+ν−
−=δε

ν+ν−

ν+
−=λ

ef
     (4.22) 

тому шо ).~sgn()~sgn( 1111 ε=σ  

           З (4.16) і (4.20) знаходимо 

        .~
1

)1(41),(|,~|
),(3

1(3
1)( 11

42
0

0011

2

0 ε
µ−

µ+µ+
+=γεε

δλκΓ
µ+µ+

−=γ
ggf

c
     (4.23) 

         Використовуючи (4.15), відому формулу  /)](2),(3[ 000 γ−γε=ν GK  

)]},(3)([2/{ 000 γε+γ KG  можна представити так: 

                                              .
),(3

2),(3
2
1

0000

0000
γε+

−γε
=ν

gKG
GgK                                    (4.24) 

           З (4.17), (4.18) і (4.23) випливає, що при заданому 11
~ε  рівність (4.24) 

являє собою рівняння щодо ν. Його можна вирішити, наприклад, методом 

послідовних наближень. Задаваючись початковим значенням ν = ν0 (ν0 - 

коефіцієнт Пуассона бетону в лінійно-пружної стадії) і підставляючи його в 

праву частину (4.24), після кількох кроків знаходимо значення ν. Після цього 

визначаємо g1 (γ0) і g2 (ε0, γ0) з (4.23) і за формулою 

                               ,
1

)21)(,()(3~,~~~
2

002010
1111 ν−

ν−γεγ
=ε=σ

ggKEE                    (4.25) 

що є наслідком (4.15) і (4.20), знаходимо 11
~σ . Таким чином може бути 

побудована функціональна залежність 11
~σ  від 11

~ε , графік якої для бетону з  

Rc = 19,6 МПа, Rр = 1,96 МПа і Тc = 3,4 МПа для випадку стиску 

представлена рис. 4.2. Апроксимуючи висхідну гілку кубічною параболою, 

отримуємо 

                                          3
11

2
111111

~~~~ ε+ε+ε=σ ccc CBA                                    (4.26) 
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(в разі розтягу Ас, Вс, Сс замінюються коефіцієнтами Ар, Вр,Ср).  

       В даному випадку  

                                                     pdd 1111
~~ εσ=χ                                                (4.27) 

( p11
~ε − пластична деформація стержня). Тоді 

                                          .~
~~,~

~
1~

11

11

11

11

p
pp EE

ε∂
σ∂

=
σ

=
χ∂
σ∂

ττ                                  (4.28)  

         Тут pEτ
~ − пластичний модуль пружності для плоскої деформації. 

Представимо його так 

                             
τ
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τ −

=
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EE
EEE e

e
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1111

11 ,                 (4.29)  

 

де τE~  може бути отримано диференціюванням (4.26), а 2
0

0
00 1

213~
ν−

ν−
= KE  

  

 
Рис. 4.2. Графік висхідній гілки діаграми деформування бетону 

 

відповідно до (4.25). 

         З (4.9), (4.11), (4.12) і (4.28) знаходимо  

                                   
11

11 ~

~
)](~[2
σ

−−σ−=
χ∂
∂

−=
χ∂
Φ∂ τp

pc
E

RRh .                          (4.30) 

Решта величин, що входять в (4.8), легко визначаються з (4.10а): 
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.8],[2

)],([2

12
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2211
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2211
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σ=
σ∂
Φ∂

−+σ−σ−=
σ∂
Φ∂

−−σ−σ=
σ∂
Φ∂

pc

pc

RR

RR
                  (4.31) 

       Переходимо тепер до визначення приростів деформацій d[ε]. 

Враховуючи, що (див. П.1 розділу 2) величина λs пов'язана з відносним 

подовженням осі стержня εs співвідношенням 

                                                              ,1 ss ε+=λ  

де εs <<1, формулу (2.17) можно записати в наступному вигляді: 

                                   

).,(5.0),(
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                      (4.32) 

Тут  
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22212

xsbsbxsBxsaxsasaxsA

xsbxsbxsBxsaxsaxsaxsA

+=++=

+=++=
  (4.33) 

s − абсциса, а х2 − ордината розглянутої матеріальної точки K в 

недеформованому стані балки, φ - кут повороту поперечного перерізу. Тут і 

нижче штрих означає диференціювання по s. 

      З (4.32) і (4.33) отримуємо 

              

.2,32
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,5.0,,''

2212
2
232212
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3
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2
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21222222211

xdbdbdBxdaxdadadA

xdbxdbdBxdaxdaxdadA

dAddBBdAAdBddBdd s

+=++=

+=++=

=ε+=εφ−φ−ε=ε

       (4.34) 

       Використовуємо тепер граничні умови на верхній і нижній гранях 

балки: 

                                 0,0 1222 =σ=σ dd  при х2 = ± h/2.                                   (4.35) 

 З (4.7) випливає 

                        

.

,

,

2,13,3,2,22,3,1,11,3,12

2,13,2,2,22,2,1,11,2,22
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dDdDdDd

dDdDdDd

dDdDdDd

epepep

epepep

epepep

                       (4.36) 
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Підставляючи (4.34) в (4.36), а потім (4.36) в (4.35), отримуємо 

                                  ∑
=

=ξ=
6

1
22,, )4,3,2,1(

k
ikki idWdaU ,                                   (4.37) 

де  
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     (4.37а) 

Тут  j = 2 при i = 1,2  і  j = 3 при i = 3,4; знак + в двузначіі ± береться при i = 

1,3 і знак − при i = 2,4. Верхній індекс «плюс» означає, що значення 

відповідної функції (Dep,j,m(s,x2), A2(s,x2) и т.д.) береться при y2 = h / 2, а 

верхній індекс «мінус» −  при y2 = − h / 2.   

       З рівноваги відрізка АM балки (рис. 4.1) випливає 

                                             0=++ AA ddd HVQ .                                           (4.38) 

Тут Q − головний вектор внутрішніх сил, прикладених до поперечного 

перерізу. При цьому 

                                          adaub dddd QQQQ ++=                                         (4.39) 

(Qb − головний вектор внутрішніх сил в бетоні, Qau − у верхній арматурі, Qad 

− в нижній). 

           Проектуючи рівність (4.38) на осі yi (i = 1,2) з урахуванням (4.39) 

будемо мати 

                           dQb,i+ dQau,i+dQad,i+dVA,i+dHA,i = 0   (i = 1,2).                      (4.40) 

Очевидно, що 

 
.)(,)(

,)(,)(,)(
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h

h
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−ε=ε=

−ε=ε=σ= ∫
−   (4.41) 

Тут Ea, Ga − модуль пружності і модуль зсуву арматури, вона припускається 

блиькою до ідеально пружної; h1 − ордината центра ваги верхньої арматури,   
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h2 − нижній, S1 і S2 - площі їх поперечних перерізів. 

             Використовуючи (4.34) і (4.36), приходимо до наступних рівнянь: 

              ),6,5(
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iiiikki                (4.42) 

де dζ1 = dφ, dζ3 = dξ, dζ4 = dη,    
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(j = 1 при i = 5 и j = 3 при i = 6, δi,k − символ Кронекера).  

Введено наступні позначення: 
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 (ξ = НА / H0, η = VA / H0, Eb − початковий модуль пружності бетону). 

       Запишемо (4.37) і (4.42) у вигляді єдиної системи рівнянь      

          ),6,...,2,1(
6

1
44,33,22,11,, =ζ+ζ+ζ+ζ=∑
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idWdWdWdWdaU
k

iiiikki            (4.44) 

причому )4,3,1,4,3,2,1(0, === jiW ji . 

Позначимо через [d(m)] (m = 1,2,3,4)  рішення лінійних систем рівнянь 

                            ).4,3,2,1;6,...,2,1(
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, ===∑

=
miWdU

k
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m
kki                          (4.45) 

Очевидно, що рішення системи (4.44) може бути представлене в такий 

спосіб: 

                                 η+ξ+φ′+φ= ddddddddda iiiii
)4()3()2()1( ,                           (4.46)                    

причому )4,3,2,1;6,...,2,1()( == jid j
i  не залежать від dφ,dφ’, dζ и dη. 
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       Знайдемо тепер головний момент приросту внутрішніх сил в 

поперечному перерізі щодо осі y3, що проходить через центр перерізу і 

перпендикулярна осям y1 і y2: 

                                   
∫

−

σ−=

+−=
2/

2/
22113,

1,21,13,3

.

,
h

h
b

adaub

dyydbdM

dQhdQhdMdM

                              (4.47) 

Використовуючи (4.34), (4.36) і (4.41), отримуємо 

                                        ∑
=

φ−=
6

1
2,7,73 '

k
kk dWdaUdM ,                                    (4.48) 
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hhBShhBSEByDWhS
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UyDyADUyD

ADUyDyADU

aep

aepaep

epaepep

epepep

epepep

−−+−=−

−−−=φ−+−
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  (4.49)  

Підставивши (4.46) в (4.48), матимемо 

                                 
∑
=

=δ−=

η+ζ+φ′+φ=
6

1
2,7,1

)(
,7

43213

).4,3,2,1(

,

k
j

j
kkj jWdaUY

dYdYdYdYdM
                        (4.50) 

       Використовуючи (4.38), неважко переконатися в тому, що 

                                          ,3212 η+ξ+φ= dRdRdRdQ                                     (4.51) 

 .cos,sin),sincos( 030201 φ=φ−=φη+φξ−= HRHRHR  

       Скористаємося співвідношенням [262] 

                                                              23 dQMd −=′ .                                                         

Підставивши сюди (4.50) і (4.51), приходимо до наступного 

диференціального рівняння: 

                                  ,0''' 4321 =η+ξ+φ+φ+φ dZdZdZdZd                              (4.52) 

./)(,/)(,/)(,/)( 1344123311221211 YRYZYRYZYRYZYYYZ −′=−′=−′=+′=    

Отже, в цьому параграфі побудовано диференціальне рівняння (4.52) 

згину елемента залізобетонної каркасної споруди відносно приростів кутів 
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повороту поперечних перерізів для покрокового методу вирішення 

квазістатичних і динамічних задач. 

 

4.2  Дослідження квазістатичного згину залізобетонної консольної балки 

при складному навантаженні  

  Досліджується плоский згин поздовжньо стиснутої консольної 

залізобетонної балки з урахуванням геометричної та фізичної нелінійностей і 

пластичності бетону. При цьому на відміну від розділу 3 навантаження балки  

не передбачається простим і тому для опису напружено-деформованого 

стану в бетоні замість деформаціонної теорії пластичності використовується 

теорія пластичної течії. Необхідно побудувати графік залежності прогину 

кінця залізобетонної консольної балки від часу (рис. 4.3, на ньому показані 

позитивні напрямки силових факторів), якщо задана залежність величин сил 

F1, F2,…, Fп від часу. Сили Fi (i = 1,2,…,n) і Р  являють собою задане 

навантаження, а Vi, Hi (i = 1,2,…,n) − складові головного вектора сил, 

прикладених до балки лівіше початку i - ої ділянки. При цьому 

передбачається, що навантаження балки поздовжньою силою Р було 

зроблено попередньо (до навантаження силами Fi (i = 1,2,…,n)), а зміна цих 

сил в часі досить повільна для того, щоб можна було знехтувати інерційними 

ефектами, тобто вважати задачу не динамічною, а квазістатичною. 

 
Рис. 4.3 Схема складного навантаження залізобетонної консольної балки 
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  На початковому етапі (назвемо його першим) передбачається, що сили 

Fi  (i  =  1,2, ..., n)   відсутні,  а  алгебраїчна  величина  сили Р  убуває від нуля 

до деякого максимального по модулю значення −Рmax, яке в подальшому 

залишається незмінним. Цей процес не передбачається монотонним, тому 

для дослідження напружено-деформованого стану балки на цьому етапі 

будемо використовувати теорію пластичної течії. 

На кожному кроці першого етапу задаємося приростом поздовжньої 

сили dP. Збільшення напруження σ11 (з приводу позначень див. П.1) у всіх 

точках балки рівні 

                                                        .11
npS

dPd −=σ                                             (4.53) 

Тут Snp − приведена площа поперечного перерізу балки: 

                                                021 /)( ESSESS anp ++=  

(S − площа бетону, S1 и S2 − площі верхньої і нижньої арматур, Е0 − 

початковий модуль пружності бетону, Еа - модуль пружності арматури). Крім 

того, очевидно, що 

                                                       .01222 =σ=σ dd                                         (4.54) 

Будемо вважати, що на першому етапі матеріал бетону залишається лінійно 

пружним. Тоді можна записати, що 

                                                       ].[][][ ε=σ dDd e                                         (4.55) 

Тут d[σ] = [dσ11, dσ22. dσ12], d[ε] = [dε11, dε22. dε12], [D]e − початкова матриця 

пружності. З (4.55) отримуємо 

                                            .][][],[][][ 1−=σ=ε eee DCdCd                              (4.56)  

Визначивши з (4.53), (4.54) і (4.56) d [ε], вважаємо на першому кроці 

                                                    [ε] = d[ε], [σ] = d[σ].   

На наступних кроках через знайдені значення [σ] на попередньому кроці 

визначаємо матрицю [D]ep за формулою (5.8), а потім обчисливши d [σ] за 

формулами (4.53) − (4.54), знаходимо d [ε]: 
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                                         .][][],[][][ 1−=σ=ε epepep DCdCd                              (4.57) 

Нові значення [σ] і [ε] визначаються так: 

                                     [ε] = [ε]поп + d[ε], [σ] = [σ]поп + d[σ]                            (4.58)                         

  

([ε]поп і [σ] поп − значення [σ] і [ε], знайдені на попередньому кроці). 

           Переходимо тепер до наступного (другого) етапу, на якому 

з'являються і починають змінюватися сили Fi (i = 1,2,…,n).  

       Тоді виявиться, що 

  ∑∑
+−

=

+−

=
=−=η=ζ−=η−=ζ

1

1

2
1

1

1

2
1

2
),...,2,1(,0,,

in

k
kii

in

k
ki

i
i nidF

H
lddF

H
l

H
Pl ,     (4.59)   

 dFk − приріст сили Fk на даному етапі, а iξ  і iη  визначаються за                                                                                                                                                          

формулами 

                                        ),...,2,1(,
22

ni
H
lV

H
lH ii

i
ii

i ==η=ζ .                           (4.60) 

        На кожному кроці другого етапу передбачається, що функції )(sφ і 

)(' sφ , а також )2,1()(),3,2,1()( == ksbksa kk , які є коефіцієнтами функцій 

),( 2xsA  і ),( 2xsB  (див. (4.33)), і векторні функції ),]([ 2xsσ  і ),]([ 2xsε  вже 

визначені на попередньому етапі. Тоді відповідно до формул (4.30) і (4.31) 

можуть бути знайдені величини 
][σ∂

∂F

 
і 

χ∂
∂F , а отже, і елементи матриці [D]ep  

для усіх х2 і s.  

       Далі за формулами (4.37а), (4.42а) і (4.48а) знаходимо значення 

коефіцієнтів матриці-функції )10,...,2,1;7,..,2,1()(, == kisU ki  для ряду 

значень s = sm (m = 1,2,…,N), а через них - значення функцій )()(
m

j
i sd  

;4,3,2,1;6,..,2,1( == ji  ),..,2,1 Nm =  шляхом вирішення лінійних систем 

рівнянь (4.45). Тепер використовуючи формулу (4.49), можна обчислити 

значення величин )( mj sy  ),...,2,1;4,3,2,1( Nmj == . З них шляхом 

інтерполяції (наприклад, многочленом) будуємо функції )(sY j (j = 1, 2, 3, 4), 
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 що дозволяє побудувати коефіцієнти  

                )4,3,2(
)(

)()('
)(,

)(
)()(')(

1

1

1

21
1 =

−
=

+
= − k

sY
sRsY

sZ
sY

sYsYsZ kk
k          (4.61) 

диференціального рівняння  

                          0)()()(')('' 4321 =η+ξ+φ+φ+φ dsZdsZdsZdsZd                   (4.62) 

для кожної з ділянок балки. В (4.61) через Rk(s)  (k = 1,2,3) позначені функції 

                  .cos,sin),sincos( 030201 φ=φ−=φη+φξ−= HRHRHR            (4.63) 

Граничні умови диференціального рівняння (4.62) такі: 

       
)....()()()()()()(

,0)0(

214321 nlllLdLYdLYLdLYLdLY
d

+++=η−ζ−=φ′+φ
=φ

   (4.64) 

            Враховуючи що функція dη(s) терпить розрив в точках ∑
=

=
i

k
ki ls

1
 

)1,...,2,1( −= ni , то для полегшення рішення рівняння (4.62) його можна 

представити як систему диференціальних рівнянь, заданих на ділянках 

)0;,..,2,1( 01 ==≤≤− snisss ii  з додаванням граничних умов, що виражають 

безперервність dφ і dφ’ в точках )1,...,2,1( −= nisi . За допомогою досить 

простої підстановки ці рівняння можуть бути приведені до відрізка [0,1]. В 

результаті рішення отримуємо функції dφ(s) і dφ’(s). За допомогою формули  

                                                 dxxdsdv
s

∫ φ=
0

)(sin)(                                          (4.65) 

можна визначити приріст прогину балки при будь-якому s. 

        Далі з (4.46) знаходимо 
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Потім з (4.34) визначаємо dA, dA2, dB, dB2, dε11, dε22, dε12, а з (36)[1]  dσ11,  

dσ22,  dσ12. Залишилося визначити нові значення φ(s), φ’(s), v(s), ai(s) (i 

=1,2,3),bi(s) (i = 1,2), ε11(s, x2), ε22(s, x2), ε12(s, x2), σ11(s, x2),  σ22(s, x2),  σ12(s, x2):   

                     

.,,
,,,

),2,1(),3,2,1(
,,''',

12поп,121222поп,222211поп,1111

12поп1222поп,222211поп,1111

поп,поп,

поппоппоп

σ+σ=σσ+σ=σσ+σ=σ

ε+ε=εεε=εε+ε=ε

====
+=φ+φ=φφ+φ=φ

ddd
ddd

ibbiaa
dvvvdd

iiii          (4.67) 

Індекс «поп» означає, що це значення відповідної величини, визначене в 

кінці попереднього кроку. Таким чином, розглянутий крок завершено і 

можна переходити до наступного.   

Приклад 4.1. Розглядається квазістатична задача для консольної балки, 

зображеної на рис. 2.5. Нехай l = 8 м, ,)/2sin(67,14)(1 кНTttF π= Т = 10с. 

Розміри поперечного перерізу і характеристики бетону і арматури прийняті 

такими ж, як і в п.3 розділу 3: b = 0.8 м, h = 0.28 м, армування симетричне:  

S1 = S2 = 18,5см2;  арматура:  сталь марки А-III;  бетон: Ε0 = 2,8∙104 МПа, Rc = 

19 МПа, Rp = 1,9 МПа, Гc = 0.583∙10-3. Поздовжня сила Р = - 490,5 кН. 

Приймемо крок обчислень за часом cdt 25,0= . Тоді =1dF ≈−+ )()( 11 tFdttF  

dtt)2,0cos(934,2 ππ . Далі слідуємо алгоритму, викладеному вище. На рис. 4.4 

представлений графік зміни )( 1lv  в залежності від часу протягом перших 40 

секунд. Помітно накопичення залишкових деформацій: форма осі балки, яка 

 

  
Рис. 4.4 Зміна прогину консолі при гармонійній зміні сили F1з течією часу 
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перестає бути прямолінійною, так як  0)( 1 >lv  при ktt =  (на рис. 4.4 ці 

значення )( 1lv  позначені зірочкою). На рис. 4.5 показаний графік залежності 

прогину на кінці консолі )( 1lv від зміни параметра β (тобто від зміни сили 

F1). На ньому також помітно накопичення залишкових деформацій з течією 

часу. 

 

 
Рис. 4.5  Графік зміни максимального прогину консолі в залежності від 

амплітудного значення гармонійної сили F1 
 

 

Приклад 4.2.  Нехай тепер п = 2, ,4,0,4,0 21 мlмl ==  F1 (t) = 9,777 sin(2πt/T1) 

кН, .10,)/2sin(777,9)(,20 2221 cTкНTttFcT =π==  Розміри поперечного 

перерізу і характеристики бетону і арматури ті ж, що і в попередньому 

прикладі. На рис. 4.6 наведено графік залежності v(l) (l = l1 + l2) від часу. 

Відповідно до положення зірочок (а вони означають те саме, що і в 

попередньому прикладі) можна судити про поступове накопичення 

залишкових згинальних деформацій.  
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                                        Рис. 4.6 Графік руху вантажу на колоні 

У цьому параграфі викладено побудову методу вирішення квазістатичної 

задачі згину залізобетонної консольної балки при складному навантаженні  

       

4.3 Дослідження нестаціонарних коливань одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної будівлі під дією вертикальних і горизонтальних 

змінних сил 

Розглядаються вимушені нестаціонарні коливання вантажу М, 

розташованого на кінці залізобетонної колони, що знаходиться під дією сили 

ваги вантажу, а також вертикальної G(t) і горизонтальної F(t) змінних cил 

(рис. 4.7), причому зміна цих сил з часом не передбачається синхронною. 

   

Рис.4.7  Сили, що діють на вантаж, розташований на залізобетонній колоні 
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Будемо вважати, що навантаження балки відбувається в два етапи: 

перший етап − квазістатичне прикладення стискаючої поздовжньої сили P, 

при якому величина сили повільно зростає від нуля до Р. Методи визначення 

напружено-деформованого стану в кінці першого етапу викладені в п. 4.1. 

Потім прикладаються сили G(t) и F(t), причому G(0) = 0 і F(0) = 0 (відлік часу 

починається з моменту початку дії цих сил). 

Для побудови закону руху вантажу М будемо використовувати 

покроковий метод лінійного прискорення. На підставі цього методу маємо (п. 

4.2) 

                       .
6
)(

2
)(,

2

22

000
tvtvtvvtvtvv ∆

∆+
∆

+∆=∆
∆

∆+∆=∆                   (4.68) 

Тут 00 і vv  − значення швидкості і прискорення точки на початку кроку, а  

v∆  і v∆ − їх прирости, v∆ − приріст прогину.  

             Для визначення приросту горизонтальної реакції консолі R∆ 1 

складемо основне рівняння динаміки і спроектуємо його на вісь у. В 

результаті матимемо 

                                                   1RFvm ∆+∆=∆  .                                            (4.69)  

Знайдемо коефіцієнт податливості. Методами п. 4.1 можна побудувати 

залежність  

                                                      )( 1Rvv ∆∆=∆                                                (4.70) 

на даному етапі, тобто при визначеному на попередньому кроці напружено-

деформованому стані консолі. 

       Далі, виражаючи v∆  через v∆  з другої рівності (4.68) і підставляючи в 

(4.69), отримуємо наступне рівняння щодо 1R∆ : 

                                                        0)( 1 =∆RY ,                                                (4.71) 

де  

                 1

2

00121 ]
2
)()([

)(
6)( RFtvtvRv
t

mRY ∆−∆−
∆

−∆−∆∆
∆

=∆              (4.71a) 
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 ( 0v  і 0v  визначені на попередньому етапі). Як показують обчислення, 

проведені на основі алгоритму, наведеного в п. 4.1, )( 1RY ∆  є монотонною 

функцією, а тому (4.71) має єдине рішення. Визначивши з (4.71) 1R∆ ,  з (4.69) 

знаходимо v∆ . Далі з (4.68) визначаємо v∆  і v∆ . Прийнявши 1R∆   в якості 

dF1, переходимо до вирішення статичної задачі, розглянутої в п.2 при числі 

ділянок п = 1. В результаті отримуємо значення приростів напружень і 

деформацій в точках консолі, а отже, напружено-деформований стан колон в 

кінці кроку, що дозволить побудувати функцію )( 1Rv ∆∆  на наступному 

кроці. 

        Для  посилення  стійкості  процесу  обчислень можна використовувати  

модифікацію Вільсона методу лінійного прискорення. В цьому випадку при 

вирішенні рівняння (4.71) у натуральному вираженні (4.71а) для )( 1RY ∆  

часовий крок повинен бути замінений на t∆θ , де θ − коефіцієнт, більший 

одиниці, а потім замість визначення v∆  з (4.69) використовується вираз 

                                                 )(1
1RF

m
v ∆+∆

θ
=∆  .                                        (4.72) 

Приклад 4.3. Дослідження динамічної стійкості одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної будівлі при дії змінної вертикальної сили. 

Вантаж масою 20 Т розташований на вертикальній залізобетонної колони. 

Поперечний переріз колони прямокутний. Розміри поперечного перерізу: 

ширина b = 0.8 м, висота h = 0.28 м. Довжина колони l = 12 м. Армування 

симетричне: S1 = S2 = 18,5см2. Сталь марки А-III, характеристики бетону: Ε0 = 

2,8∙104 МПа, Rc = 19 МПа, Rp = 1,9 МПа, Гc = 0.583∙10-3. Розглядаються 

коливання консолі в площині найменшої жорсткості поперечного перерізу. 

На вантаж у момент часу t = 0 c впливає синусоїдальний імпульс (рис. 4.8) з 

параметрами t0 = 1,73 c, F0 = 0,7 кН, що призводить до відхилення вантажу з 

положення рівноваги і вільних коливань. У цей момент на колону починає 

діяти вертикальна гармонійна сила tpGtG 00 sin)( = , G0 = 83,4 кН.  При р0 << 

2ν0  ( ν0  =  0,321 с-1  − частота вільних лінійних коливань)  вплив  поздовжньої 
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Рис. 4.8  Графік імпульсу, що діє на вантаж 

 

сили G(t) практично невідчутний - коливання, викликані імпульсом, швидко 

згасають (графік 1 на рис. 4.9, р0 = 0,321 с-1; на графіку t - в секундах, v - 

прогин на кінці колони в метрах). при наближенні р0  до частоти νр = 2ν0  

коливання перестають бути затухаючими (графік 2, р0 = 0,583 с-1), а при р0 = 

νр спостерігається зростання амплітуди коливань. Явище, при якому 

гармонійна поздовжна сила викликає розгойдування поперечних коливань 

балки, називається параметричним резонансом [22,97]. При подальшому 

збільшенні частоти поздовжньої сили коливання знову стають затухаючими.  

 
Рис. 4.9  Графіки руху вантажу при відсутності (1) і наявності (2,3) 

гармонійної поздовжньої сили 
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Рис. 4.10  Графіки руху вантажу при різних амплітудних значеннях 

гармонійної поздовжньої сили 

  

 На рис. 4.10 наведені графіки руху вантажу при різних значеннях G0: 

графік 1 − при G0 = 83,4 кН, графік 2 − при G0 = 73,6 кН, графік 3 − при G0 = 

49,1 кН. Неважко помітити, що центр коливань зміщується від точки v = 0 

внаслідок накопичення залишкових деформацій (особливо при наявності 

параметричного резонансу). 

Приклад 4.4. Дослідження динамічної стійкості одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної будівлі при дії вертикальної і горизонтальної 

змінних сил. Нехай тепер на вантаж діють одночасно вертикальна і 

горизонтальна гармонійні сили: 

                                            tqFtFtpNtN 0000 sin)(,sin)( == . 

       Розглянемо спочатку випадок, коли q0 = ν0, тобто резонансний випадок. 

При відсутності пульсуючої поздовжньої сили (тобто при G0 = 0) будемо 

мати наростаючі вимушені коливання з обмеженою максимальною 

амплітудою. Так як амплітуда поперечної сили мала (прийнято F0 = 0,136 

кН), то максимальна амплітуда коливань виявляється малою (рис. 4.11, 

графік 1).  
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Рис. 4.11  Графіки руху вантажу  

 

       При N0, відмінному від нуля, і р0, досить віддаленому від νp, графіки 

коливань практично збігаються з 1 (графік 2 відповідає G0 = 61,3 кН і р0 = 

0,428 с-1) і при р0 = νp (графік 3) спостерігається розгойдування коливань, 

тобто спостерігається параметричний резонанс. 

Розглянемо тепер випадок, коли q0 ≠ ν0. Графік вимушених коливань 

(при F0 = 0,51 кН і N0 = 0) зображений на рис. 4.12 (графік 1).  

 

    
        Рис. 4.12  Графіки коливань вантажу  
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Прикладемо тепер гармонійну поздовжню силу N(t) з N0 = 98,1 кН і р0 = 

νp. Переміщення вантажу в цьому випадку зображені у вигляді графіка 2. У 

наявності присутність параметричного резонансу. 

У цьому параграфі викладено побудову алгоритму дослідження 

нестаціонарних коливаннь одновимірної моделі залізобетонної каркасної 

будівлі під дією вертикальних і горизонтальних змінних сил. В якості 

прикладів проведені дослідження динамічної стійкості одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної будівлі при дії змінної вертикальної сили і при дії 

вертикальної і горизонтальної змінних сил. 
 

4.4 Побудова варіанта методу граничних елементів, для дослідження 

статичних та динамічних задач  пружнопластичного згину елементів 

залізобетонних каркасних споруд 

У попередніх параграфах було запропоновано алгоритм вирішення 

задач статики і динаміки каркасних будівель з урахуванням нелінійного 

деформування і пластичності бетону, заснований на вирішенні систем 

диференціальних рівнянь c змінними коефіцієнтами.  У цьому параграфі 

пропонується   використовувати  для   вирішення  указаних задач метод 

граничних елементів [14,19,59,106,155-167,320-322]. 

       У параграфі 1 цього розділу було побудовано диференціальне рівняння 

(4.52) для визначення приросту кутів повороту поперечних перерізів 

залізобетонної балки при покроковому методі рішення. Запишемо його в 

наступному вигляді: 

                            η−ξ−=φ+φ+φ dsZdsZdsZdsZd )()()(')('' 4321 .                    (4.73) 

Тут φ ─ кут повороту поперечного перерізу балки (воно передбачається 

прямокутним, b ─ ширина, h ─ висота), s ─ довжина відрізка дуги осі балки 

між її лівим кінцем і даним поперечним перерізом (рис.4.12), ξ = прхНА  / H0, η 

= прхVA / H0, H0 =  H / l2 , +
ν−

=
)1(12 2

0

3bhEH b  ),( 2
22

2
11 hShSEa ++   l ─ довжина 

відрізка АВ осі балки, Eb − початковий модуль пружності бетону, ν0 ─ його  
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початковий коефіцієнт Пуассона, Еа ─  модуль пружності арматури, S1 і S2 ─ 

площі поперечних перерізів верхньої і нижньої арматур, h1 і h2 ─ відстані від 

центру перерізу до арматур, HA і VA ─ горизонтальна і вертикальна складові 

головного вектора зовнішніх сил, прикладених до балки (або рами) лівіше 

точки А. Штрих означає похідну по s. Слід зауважити, що в даному 

параграфі, так само як і в п. 1-3, розглядається випадок, коли навантаження 

являє собою систему зосереджених сил, прикладених в вузлових точках 

балки або рами. 

Як показали численні приклади розв'язання задач статики і динаміки за 

допомогою вказаного вище алгоритму функції Zi(s) (i = 1,2,3,4) неперервні і 

добре апроксимуються многочленами невисокого ступеня (третього-

четвертого) за методом найменших квадратів, тобто в подальшому ми 

вважаємо, Zi(s) (i = 1,2,3,4) є многочленами ступеня п ≤ 4: 

                                             ∑
=

==
n

k

k
kii isZsZ

0
, ).4,3,2,1()(                              (4.74)    

У відповідності зі схемою застосування методу граничних елементів до 

стержневих систем [14,19,59,106,155-167,196-202,320-322] необхідно знайти 

фундаментальну систему fi(s) (i = 1,2) розв'язків задачі Коші для однорідного 

рівняння, відповідного рівняння (4.73). Ці рішення будемо шукати у вигляді 

степеневих рядів: 

                                              )3,2,1()(
0

, == ∑
∞

=
isfsf

k

k
kii ,                                (4.75) 

причому  

               .)2)(1()('',)1()('
0

2,
0

1, ∑∑
∞

=
+

∞

=
+ ++=+=

k

k
kii

k

k
kii skkfsfskfsf           (4.75а) 

       Після підстановки рядів (4.74), (4.75) і (4.75а) в рівняння (4.73), їх 

перемноження і складання прирівнюємо коефіцієнти при різних ступенях s в 

виразі, що стоїть в лівій частині (4.73), нулю. В результаті приходимо до 

наступного рекурентного співвідношення: 
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ki .            (4.76) 

       Для побудови функції f1(s) вважаємо f1,0 = 1, f1,1 = 0 і приймаємо в 

формулі (4.76) k = 0. У результаті отримуємо f1,2 , потім прирівнюємо  k = 1 і 

знаходимо f1,3 і т.д. Зупиняючись на деякому етапі N, отримуємо наближене 

вираження для f1(s) у вигляді полінома. 

       Для побудови функції f2(s) вважаємо f2,0 = 0, f2,1 = 1 і повторюємо 

процедуру знаходження коефіцієнтів за допомогою співвідношення (4.76). 

        Таким чином, отримуємо наближені вирази  

                                             )2,1()(
0

, == ∑
=

isfsf
N

k

k
kii .                                   (4.77) 

       Для побудови частинного рішення fp(s) рівняння (4.73), при нульових 

початкових умовах, використовуємо наступне рекурентне співвідношення:  

        
)2)(1(

)1( ,4,3
0

,2,
0

,11,

2, ++

η+ξ+++
−=

∑∑
=

−
=

−+

+ kk

dZdZZfZmf
f

kk

k

m
mkmp

k

m
mkmp

kp ,   (4.78) 

в якому слід покласти fp0 = fp1 = 0. В результаті отримаємо наближений вираз 

 для fр(s) у вигляді полінома змінної s: 

                                                       .)(
0

,∑
=

=
N

k

k
kpp sfsf                                       (4.79) 

Рішення задачі Коші для рівняння (4.73) має наступний вигляд: 

                                    )()()0(')()0()( 21 sfsfdsdsd p+φ+Φφ=φ .                    (4.80) 

Диференціюючи (4.80) по s, отримуємо 

                                   )()(')0(')(')0()(' 21 sfsfdsfdsd p′+φ+φ=φ .                 (4.80а) 

У векторно-матричному вигляді рівняння (4.80) - (4.80а) записуються так: 

                                              )()0()()( sss BXAY += ,                                     (4.81) 

де  
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Для побудови функції dv(s) приросту прогинів балки скористаємося 

співвідношенням [262] 

                                             A

s
dvddsdv +ττφ= ∫ )(sin)(

0
,                                  (4.82) 

де dvA ─ вертикальне переміщення точки А. Користуючись тим, що для 

залізобетонних балок dφ(s) мало, можна призначити 

                                               A

s
dvddsdv +ττφ= ∫ )()(

0
, 

звідки випливає, що      

    .,,)(),2,1()( 1,
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Φ
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Φ
==== ∑∑  (4.83) 

Аналогічно можуть бути представлені прирости згинальних моментів і 

перерізуючих сил:  

   

          
)]('')('')0(')('')0([)('')(

)],(')(')0(')(')0([)(')(

21

21

ssdsdHsHdsdQ

ssdsdHsHdsdM

p

p

Φ+Φφ+Φφ=φ=

Φ+Φφ+Φφ=φ=
           (4.84) 

 

Приклад 4.5. Квазістатичний згин одновимірної моделі триповерхової 

залізобетонної каркасної будівлі  

Досліджуємо квазістатичний згин залізобетонної колони, на якій 

розташовані три вантажу масою 5 Т і на яку діють горизонтальні сили Fi(t) = 

Ai sin(2πt /Ti) )3,2,1( =i   (рис. 4.14),  причому   А1  =   4,9  кН,     А2  =  ─  4,1 кН,  
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Рис.4.13 Сили, що діють на триповерхову залізобетонну колону 

 

А3 = ─ 3,25 кН, Т1 = 10 с, Т2 = 10 с, Т3 = 15 с, l1 = l2 = l3 = 4 м. Розміри 

поперечного перерізу, клас бетону і армування такі ж як і в попередніх 

прикладах. Колону будемо вважати стержневою системою, що складається зі 

стержнів, граничні перерізи яких проходять через точки А, М1, М2 и М3.  

       Навантаження колони відбувається в два етапи. На попередньому етапі 

відбувається поступове збільшення маси вантажів (тобто поступове 

збільшення сил ваги) від нуля до заданого значення. Це призводить до появи 

стискаючих напружень і переміщень, які легко визначаються за допомогою  

деформаційної теорії пластичності.   Потім  при  t = 0   починається основний  

етап: включаються сили F1, F2 і F3. Для визначення прогинів використовуємо 

метод граничних елементів. Приймемо крок за часом Δt = 0,25 с. Відповідно 

до алгоритму, викладеному в п.1, на кожному кроці для кожного зі стержнів 

будуються функції Zj,i(s) (i = 1,2,3,4; j = 1,2,3; j ─ номер стержня). Потім за 

допомогою методу найменших квадратів отримуємо поліноміальну 

апроксимацію для кожної з ціх функцій. Далі за допомогою (4.76) знаходимо 

коефіцієнти розкладання фудаметальних функцій )(, sijΦ  (i = 1,2; j = 1,2,3; j 

─ номер стержня) задачі Коші для кожного зі стержнів, а за допомогою (4.77) 
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їх поліноміальний представлення. Аналогічно за допомогою (4.78) і (4.79) 

будуємо частинні рішення )(, sjpΦ  (j = 1,2,3) задачі Коші для стержнів.  

            Запишемо наступне співвідношення [14,59,157]: 

                                                )()()0()( lll BYXA −=− .                                 (4.84) 

Тут (для розглянутої стержневої системи) 

    



























ΦΦ

ΦΦ

ΦΦ

ΦΦ

ΦΦ

ΦΦ

=

)(')('0000
)()(0000

00)(')('00
00)()(00

0000)(')('
0000)()(

)(

32,331,3

32,331,3

22,221,2

22,221,2

12,111,1

12,111,1

ll
ll

ll
ll

ll
ll

lA ,   (4.85) 

                  .

)('

)(

)('

)(

)('

)(

)(,

)('
)(
)('

)(
)('

)(

)(,

)0('
)0(
)0('

)0(
)0('

)0(

)0(

33,

33,

22,

22,

11,

11,

33

33

22

22

11

11

3

3

2

2

1

1



























Φ

Φ

Φ

Φ

Φ

Φ

=

























φ
φ
φ
φ
φ
φ

=

























φ
φ
φ
φ
φ
φ

=

l

l

l

l

l

l

l

ld
ld
ld

ld
ld

ld

l

d
d
d
d
d
d

p

p

p

p

p

p

BYX            (4.85а) 

Граничні умови для стержневої системи, зображеної на рис. 4.14, виглядають 

наступним чином: 

                 
.0)('),(')0('),()0(

),(')0('),()0(,0)0(

32223223

1121121

=φφ=φφ=φ
φ=φφ=φ=φ

ldlddldd
lddlddd

                 (4.86)  

Таким чином, перший елемент вектора Х(0) і останній елемент вектора 

Y(l) дорівнюють нулю. 

Використовуючи (4.86) можна записати вектор Y (l) так: 
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 Замінимо нульовий елемент вектора Х(0) на елемент )( 33 ldφ  вектора Y(l):    

                                                .
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Тоді 

                                              ),0()()0()( *
0 lll XAXA =                                    (4.87) 

(Α0(l) дорівнює матриці A(l) з обнуленим першим стовпцем). 

       Матриця  С,  яка  опустить  перший  елемент  вектора ),0(* lX   на  п'яту  

 сходинку, другий зробить рівним нулю, а чотири останніх підніме вгору на 

два номери, виглядає так: 

                                        С =   

























0    0    0    0    0    0    
  0    0    0    0    0    1    

1    0    0    0    0    0    
0     1    0    0    0    0    
0    0     1    0     0    0
0    0    0     1     0    0

. 

 

Очевидно, що 

                                                         )(),0(* ll YCX = .                                      (4.88) 

Тоді враховуючи (4.87) і (4.88), рівність (4.84) можна записати в наступному 

вигляді: 

                                                  )(),0()( ** lll BXA −= ,                                    (4.89) 

де CAA −= )()( 0
* ll . 

Таким чином, знаходження невідомих величин ),0(),0(' 21 φφ dd  ),0('2φd  

)0('),0( 33 φφ dd  і )( 33 ldφ , необхідних для побудови прогинів колони звелося 

до вирішення системи лінійних рівнянь (4.89). 
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Рис. 4.14  Графіки руху вантажів М1, М2 і М3 

 

       На підставі викладеного алгоритму було проведено ряд розрахунків. 

На рис. 4.14 наведені графіки руху вантажів Мi (i = 1,2,3; час t в секундах, 

переміщення вантажів v в метрах). На рис. 4.15 приведена траєкторія руху 

зображаючої точки на площині (F(t), v3(t)) (v3(t)  ─ переміщення третього 

вантажу, F(t) = F1(t) + F2(t) + F3(t)).  

Рис. 4.15 Траєкторії руху вантажів М1, М2 и М3 в площині (F, v3) 
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На рис. 4.15 помітно накопичення залишкових деформацій. 

У цьому параграфі побудовано варіант методу граничних елементів для 

вирішення квазістатичних та  динамічних задач для елементів та 

одновимірних моделей залізобетонних каркасних будівель. При цьому при 

побудуванні фундаментальних рішень задачі Коші для побудованого у 

параграфі 4.1 диференціального рівняння використовується метод розкладу 

розшукованих функціїй в степеневі ряди. 

Таким чином, запропонована методика, яка відкриває шлях до 

застосування методу граничних елементів при розрахунку залізобетонних 

балок і рам з урахуванням фізичної та геометричної нелінійностей і 

пластичності бетону. 

 

4.5  Модифікація методу граничних елементів 

У параграфі 1 цього розділу було побудовано диференціальне рівняння 

для визначення приростів кутів повороту поперечних перерізів 

залізобетонної балки при покроковому методі рішення:: 

                    η−ξ−=φ+φ′+φ ′′ dsZdsZdsZdsZd )()()()( 4321                 (4.90) 

(штрих означає похідну по s,  Z j(s)  (j  =  1,2,3,4)   − неперервні функції s, dξ 

= - dN(0)l2/H , dη = dQ(0)l2/H (dN(0) и dQ(0) − приріст поздовжньої і 

поперечної сил на початку розглянутої ділянки балки, l ─ її довжина, Н - 

приведена жорсткість поперечного перерізу). 

 Представимо рівняння (4.90) в наступному вигляді  

         040321 /)0()(/)0()(')('')(''' HdQsZHdNsZysZysZy −=++ .        (4.91) 

Тут через у позначено dv ─ приріст прогину балки, H0 = H / l2 . В 

попередньому параграфі пропонувалося апроксимувати функції Zk(s) (k = 

1,2,3,4) полиномами змінної s. У цьому параграфі вчинимо інакше: діючи 

аналогічно [14], замінимо ці функції кусково-постійними функціями, тобто 

фактично замінимо розглянуту ділянку балки рядом дрібніших ділянок 

(будемо називати їх сегментами), кожному з яких відповідає диференціальне 
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рівняння (4.91) з постійними коефіцієнтами. Так на i - му сегменті матимемо 

таке рівняння: 

              0,40,3,2,1 /)0(/)0('''''' HdQzHdNzyzyzy iiii −=++ .                  (4.92) 

Тут ikz , − значення функції )(sZk  на початку i - го сегмента (k = 1,2,3,4). 

 Відхилимося від пропонованої в [14] методики. Будемо будувати 

фундаментальні функції задачі Коші для однорідного диференціального 

рівняння, відповідного (4.91), в такий спосіб: на першому сегменті j-а 

функція задовольняє початковим умовам 

                  0,1 )()1( ==− m
j

j
j yy  при т ≠ j – 1 (j = 1,2,3),                        (4.93) 

а далі ця функція триває на наступний сегмент безперервно разом з її 

першою та другою похідними. 

  Характеристичне рівняння для однорідного рівняння, відповідного 

(4.92), на i - му сегменті виглядає так: 

                                     0,2
2

1,
3 =λ+λ+λ ii zz .                                         (4.94) 

Його коріння:  

       .0),
4

(
2

,
2 i,3,2
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i,1 =λ−=−−=λ+−=λ i
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i
i z
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DD

z
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z
             (4.95) 

Якщо Di > 0, то загальний розв'язок рівняння (4.92) має вигляд: 

                               3,2,1,
i,21,

i
x

i
x

i cececy i ++= λλ .                                     (4.96) 

Легко переконатися в тому, що постійні інтегрування сi, j (i – номер 

сегмента, j = 1,2,3) виражаються через значення функції у(х) і її похідних на  

початку сегмента в такий спосіб: 

              
.
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                   (4.96а) 

Якщо Di = 0, то загальний розв'язок рівняння (4.92) такий 
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                               3,2,1,
i,1)( i

x
ii cexccy ++= λ .                                        (4.97) 

Постійні інтегрування записуються через у(0), )0('y  і )0(''y  так: 

           
./)0('')0('2)0(

,/)0('')0(',/)0('')0('2

i,13,

i,12,i,11,

λ+−=

λ−−=λ−=

yyyc
yycyyc

i

ii                 (4.97а) 

Якщо ж  Di < 0, то загальне рішення зазначеного вище рівняння виглядає так: 

        ,,2/,)cossin( ,13,2,1, iiiii
xa

iiii Dbzacexbcxbcy i −=−=++=           (4.98) 

де 
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              (4.98а) 

На першому сегменті підставляємо в (4.96а) (або (4.97а), або (4.98а) (в 

залежності від значення D1) замість )0(''),0('),0( yyy  початкові значення (4), 

а на i - му сегменті (i >1) − )(''),('),( 111 −−− ijijij lylyly   ( j – номер 

фундаментальної функції, li-1 − довжина  i-1- го сегмента).     

 Аналогічно робимо і з побудовою частинного рішення рівнянь  

                                    
0

,3
,2,1 ''''''

H
z

yzyzy i
ii =++ ,                                        (4.99)  

                                   
0

,4
,2,1 ''''''

H
z

yzyzy i
ii −=++ ,                                    (4.100) 

при нульових початкових умовах. 

Загальне рішення рівняння (4.99) будемо шукати у такому вигляді: 

                                  s
zH

z
sysy

i

i
N

,20

,3)()( += ,                                      (4.101) 

а рівняння (4.100) − в такому: 
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                                   s
zH

z
sysy

i

i
Q

,20

,4)()( −=                                       (4.102) 

( у - загальне рішення однорідного рівняння). З формул (4.101) і (4.102) 

випливає, що значення постійних інтегрування в цих формулах можна 

обчислити за формулами (4.96а), (4.97а) і (4.98а) з заміною у(0) на  уN(0), у/(0)  

на уN
/(0) + z3,i/H0z2,i  і  у// (0)  на уN

//(0) для формули (4.101), і с заміною  у(0) на  

уQ(0), у/(0)  на уQ
/(0) – z4,i/H0z2,I  і  у// (0)  на уQ

//(0) для формули (4.102), 

причому в першому випадку на першому сегменті уN(0) = уN
/(0) = уN

//(0) = 0, а 

у другому − уQ(0) = уQ
/(0) = уQ

//(0) = 0. 

 Далі будуємо матрицю А(х) і вектори ВQ(х)  і ВN(х)  : 
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  Подальші побудови зміненого алгоритму будуть виконані в процесі 

вирішення ряда задач, представлених в наведеному нижче ряді прикладів. 

Приклад 4.6. Досліджуємо процес плоского згину статично 

невизначеної залізобетонної колони, на якій 

розташовані два вантажу масою 5Т і на яку діють 

гармонійно змінюючися горизонтальні сили  Fi(t)  

=  Ai sin(2πt /Ti) (i = 1,2) (рис. 4.16),  причому 

періоди зміни цих сил є такими, що можна 

вважати деформації згину квазістатичними Т1 = 30 

с, Т2 = 10 с. Інші параметри: А1 = 2 кН, А2 = 8 кН,   

l1 = 2 м, l2 = l3 = 4 м. Розміри поперечного перерізу, 

клас бетону і армування такі ж як і в попередньому 

прикладі. Колону вважатимемо балочною 

системою, що складається з трьох балкових 

елементів    (ділянок),    граничні    перерізи    яких  

       Рис. 4.16 Статично      проходять через точки А, В, М1 і М2. 

       невизначена колона        
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Як і в попередньому параграфі    передбачається, що навантаження колони 

відбувається в два етапи. На попередньому етапі відбувається поступове 

збільшення маси вантажів (тобто поступове збільшення сил тяжіння) від нуля 

до заданого значення. Це призводить до появи стискаючих напружень і 

переміщень, які легко визначаються за допомогою деформаційної теорії 

пластичності. Потім при t = 0 починається основний етап: включаються сили 

F1 і F2. Поздовжні сили залишаються незмінними. 

 Використовуючи алгоритм методу граничних елементів [14], можна 

записати наступні співвідношення: 

            )0()0()0()()( ,, kkQkkNkkkkk dQdNll BBXAX ++= .                (4.104)        

Тут  
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kX  

(введений індекс k, що позначає номер елемента, k = 1,2,3). 

 З рівності )()0( 112 lXX =  маємо 
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         (4.105) 

Враховуючи що )()0( 223 lXX = , отримуємо 
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         (4.106) 

Зауважимо, що в зв'язку зі сказаним вище про поздовжні сили 

                                         )3,2,1(0)0( == kdNk . 

Крім того, очевидно (див. Рис.4.17), що 

                              .)0(,)0( 21223 dFdFdQdFdQ −−=−=  

Тоді (4.106) запишеться так 

                              211133 )0()0()( UUXAX ++= dQl p ,                       (4.107) 

де 
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              (4.107а) 

З умов закріплення на кінцях колони випливає 
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Утворюєм матрицю )0(
pA , яка створюється з Ар обнуленням перших двох 

стовпців і вектор *
1X , що складається з незаданих елементів вектoрів Х1(0) і 

Х1(l3): 
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X .                                        (4.109) 

Неважко переконатися в тому, що 

                                        )0(1
*
1

)0( XAXA pp = .                                       (4.110) 

Крім того, також неважко з'ясувати, що 

                                            )( 33
*
1 lXCX = ,                                           (4.111) 

де  
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C . 

За допомогою (4.110) і (4.111) рівність (4.107) записується так 

                                  211
*
1

)0( )0()( UUXCA −−=− dQp , 

звідки знаходимо 

                         2
1)0(

11
1)0(*

1 )()0()( UCAUCAX −− −−−−= pp dQ .            (4.112) 

З рівності (4.104) при k = 1 маємо 

                                 )0()()( 11,
*
11

)0(
111 dQll QBXAX += .                       (4.113) 

Тут враховано, що 

                                      *
11

)0(
1111 )()0()( XAXA ll =                                 (4.114) 
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( )( 1
)0(

1 lA  − матриця, отримана з А1(l1) обнуленням перших двох стовпців). 

 Беручи до уваги (5.112), рівність (5.113) можна записати так 

                                      41311 )0()( UUX += dQl .                                  (4.115) 

Тут 

      .))((,))(( 2
1)0(

1
)0(

141,1
1)0(

1
)0(

13 UCAAUBUCAAU −− −−=+−−= pQp ll  

 Врахуємо тепер, що  0)( 11 =ldv , тобто 

                                                0)( 11,1 =lX                                              (4.116) 

 ( )( 11,1 lX  − перший елемент вектора )( 11 lX ). Тоді з (4.115) матимемо 

                                             
1,3

1,4
1 )0(

U
U

−=dQ . 

Таким чином, невідома величина dQ1(0) знайдена, а з (4.112) 

 знайдемо інші невідомі величини. 

       На рис. 4.17 наведені графіки руху точок М1 (графік 1) і М2 (графік 

2) під дією зазначених вище сил F1 і F2. Помітно накопичення залишкових 

деформацій. 

 

Рис.4.17 Графіки руху вантажів М1 (1) і М2 (2) 
 

У цьому параграфі побудовано  варіант методу граничних елементів для 

вирішення квазістатичних та  динамічних задач для елементів та 

одновимірних моделей залізобетонних каркасних будівель. При цьому при 

побудуванні фундаментальних рішень задачі Коші для побудованого у 
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параграфі 4.1 диференціального рівняння використовується метод 

представлення розшукованих функціїй в вигляді кусково-постійних функцій. 
 

4.6 Застосування методу граничних елементів при дослідженні динаміки 

статично невизначеної залізобетонної колони при ударному впливі 

Будемо досліджувати рух статично невизначеної железобетонной 

колони під дією системи зосереджених змінних сил. При цьому будемо 

вважати, що маса колони зосереджена в системі матеріальних точок 

(зосереджених мас) на неї розташованих, а змінні сили Fk(t) = Ak sin(2πt /Tk) (k 

= 1,2,…,n, n ─ число матеріальних точок) прикладені до цих точок. Подібна 

задача розглядалась в попередньому параграфі, проте там передбачалося, що 

частоти змушуючих сил набагато менше частот власних коливань 

конструкції і тому можна було вважати навантаження квазістатичним. У 

даній роботі таке не передбачається і тому необхідно враховувати динамічну 

поведінку конструкції. При визначенні приростів прогинів будемо 

використовувати метод лінійного прискорення з модифікацією Вільсона [93]. 

            Складаючи основне рівняння динаміки для кожної з зосереджених 

мас, отримуємо 

                                                       RFaM ∆+∆=∆ ˆˆˆ .                                     (4.117) 

 (розглядається випадок, коли 0ˆ =∆N , тобто коли поздовжні сили в стержнях 

постійні). У формулі (4.117) М ─ діагональна матриця мас точок, a∆̂ ─ 

вектор - стовпець приростів прискорень, F∆̂  і R∆̂  ─ вектори приростів 

змушуючих сил і реакцій конструкції. На підставі методу лінійних 

прискорень маємо 

                                             ])ˆ(
2
1ˆˆ[

)ˆ(
6ˆ 2

2 tt
t

∆−∆−∆
∆

=∆ aVva .                       (4.118) 

Тут t∆̂  − приріст часу, причому відповідно до методу Вільсона t∆̂ = t∆θ  (θ > 1 

─ скалярний множник, Δt ─ часовий крок), v∆̂  ─ вектор приростів 

переміщень точок, V і a ─ вектори їх швидкостей і прискорень, визначені на 
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попередньому кроці. Зауважимо, що прирости Fav ∆∆∆ ˆ,ˆ,ˆ  і R∆̂  відповідають 

проміжку часу t∆̂ .  

       Використовуючи алгоритм, викладений в попередньому параграфі, 

можна визначити вектор переміщень, викликаний статичним навантаженням 

statF∆̂ : 

                                                             statFYv ∆=∆ ˆˆ                                        (4.119)  

(Y ─ матриця, стовпцями якої є вектори приростів переміщень точок, 

викликані векторами приростів навантажень ΔFk (k = 1,2,…,n), k –й елемент 

кожного з яких дорівнює одиниці, а решта − нулю). Очевидно, 

                                                            RYv ∆−=∆ ˆˆ .                                        (4.120) 

Підставляючи (4.120) в (4.118), а потім (4.118) і (4.117), отримуємо 

                         }ˆ]
2
)ˆ(ˆ[

)ˆ(
6{]

)ˆ(
6[ˆ

2

2
1

2 FaVMMYIR ∆+
∆

+∆
∆∆

+−=∆ − tt
tt

.      (4.121) 

Визначивши з (4.121) R∆̂ , знаходимо з (4.120) і (4.118) v∆̂  і a∆̂ , а потім з 

формул 

                  2))(
3
1(

2
1,)

2
1(,ˆ1 ttt ∆∆++∆=∆∆∆+=∆∆

θ
=∆ aaVvaaVaa        (4.122) 

визначаємо прирости прискорень, швидкостей і переміщень матеріальних 

точок, що відповідають проміжку часу. Завершується крок обчисленням 

нових значень прискорень, швидкостей і переміщень: 

                                vvvVVVaaa ∆+=∆+=∆+= новновнов ,, .                    (4.123) 

 

Приклад 4.7. Досліджуємо рух статично невизначеної залізобетонної 

колони, на якій розташовані два вантажу масою 5Т (рис. 4.18), викликаний 

імпульсною дією. Геометричні параметри: l1 = 2 м, l2 = l3 = 6 м. Розміри 

перерізу, бетон і армування такі ж, як в прикладі 4.6. 

      Навантаження колони відбувається в два етапи. На першому 

(попередньому)  етапі  відбувається  поступове   збільшення   маси   вантажів 
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        Рис. 4.18   Розрахункова схема колони          Рис. 4.19  Графік імпульсу 
   

 (тобто поступове збільшення сил тяжіння) від нуля до заданого значення. Це 

призводить до появи поздовжніх сил, які в подальшому залишаються 

незмінними. Потім при t = 0 починається другий (основний) етап: на 

зосереджену масу М2 впливає імпульс, графік якого представлений на рис.  

4.19 (F в кН, t в сек). Після закінчення дії імпульса, тривалість якого 

дорівнює 2 с колона з вантажами здійснює вільні коливання. 

Переміщення вантажів будемо знаходити за допомогою покрокового 

методу лінійних прискорень, визначаючи при цьому реакції колони по 

віднощенню до вантажів (як було зазначено вище) методом граничних 

елементів. Як і в попередньому прикладі колону вважаємо балочною 

системою, що складається з трьох балкових елементів, граничні перерізи 

яких проходять через точки А, В, М1 і М2. Графіки руху вантажів 

представлені на рис. 4.20. 
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Рис. 4.20 Графіки руху вантажів М1 і М2 

 

Помітно загасання коливань. Однак також можна помітити відсутність 

залишкових деформацій. Збільшимо тривалість дії імпульсу вдвічі не 

змінюючи при цьому його максимальної величини. Графіки руху приймають 

вигляд, представлений на рис. 4.21 (графік 1 відповідає руху точки М1, а 

 
Рис. 4.21 Графіки руху вантажів М1 і М2 при посиленому іапульсі. 

 

графік  2 ─ руху точки М2).  Помітна поява залишкових деформацій, в 

результаті чого при загасанні коливань вісь колони не прагне до своєї 

первісної прямолінейної формі, а стає зігнутою. 
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У цьому параграфі викладено метод дослідження динаміки статично 

невизначеної залізобетонної колони при ударному впливі. Використання 

алгоритму цього методу продемонстровано  на конкретному прикладі. 

 

4.7 Дослідження динаміки багатоповерхової залізобетонної рами з абсолютно 

жорсткими ригелями при ударній дії методом граничних елементів 

 
Рис. 4.22 Розрахункова схема рами з абсолютно жорсткими ригелями 

Будемо  досліджувати  рух  плоскої  залізобетонної  рами  з  абсолютно 

жорсткими ригелями в своїй площині (ріс.4.22). Рама розглядається як 

 
Рис. 4.23 Розрахункова схема еквівалентної колони 
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система зі скінченним числом ступенів свободи. Для цього маса самої рами, а 

також маса корисного навантаження, розташованої на ній, зосереджується в 

ряді матеріальних точок.  

Розглядувана задача еквівалентна задачі дослідження динаміки 

залізобетонної колони з додатковими зв'язками, які чинять опір повороту в 

площині тих перерізів, в яких знаходяться зосереджені маси, але не 

перешкоджають переміщенню цих зосереджених мас (рис. 4.23). 

          Для стержневого елемента АМ1 колони методами, викладеними вище, 

будуємо матрицю А(х) фундаментальних функцій однорідного рівняння, 

відповідного рівнянню (4.91), а також матриці-стовпці рішень рівняння 

(4.91). Потім записуємо рівність 

                         )1()1()1()1()1()1()1( )()()0()()( dNxdQxxx NQ BBXAX ++= .        (4.124) 

 Тут  )1(dQ   і  )1(dN  ─   величини   поперечної  і  поздовжньої  сил  на  початку  

елемента. Очевидно, що 
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                              (4.125) 

Зауважимо, що стовпці )0()1(X и )( 1
)1( lX  (через наявність згаданого вище 

зв'язку в точці М1) мають такий вигляд: 
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З ненульових елементів цих стовпців формуємо стовпець )0(*)1(X : 
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Будуємо матрицю  
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Яка має наступну властивість: 

                                                     )( 1
)1(*)1( lXCX = .                                       (4.129) 

Неважко переконатися в тому, що 

                                          )0()()( )1(
1

)1(*)1(
1

*)1( XAXA ll = .                             (4.130) 

Тут )(*)1( xA  − матриця, отримана з )()1( xA  обнуленням перших двох 

стовпців.  При  х = l1  рівність (4.124) з урахуванням (4.129) і (4.130) виглядає 

так 

                             )1()1()1()1(*)1(*)1(*)1( )( dNdQx NQ BBXACX ++= .                   (4.131) 

З (4.131) знаходимо 

                              ])([][ )1()1()1()1(1*)1(*)1( dNdQx NQ BBACX +−= −                   (4.132) 

і  тим  самим  визначаємо  )0(''1dv ,  )( 11 ldv  і  )('' 11 ldv , тобто стовпці )0()1(X   і  

)( 1
)1( lX , що дозволяє визначити прогини в точках елемента (1). 

              Переходимо тепер до елементу (2). З безперервності функцій dv, 'dv  

 ( ''dv не безперервна) виплває, що   0)(')0('),()0( 112112 === ldvdvldvdv . 

  Представимо стовпець  )0()2(X  в наступному вигляді: 

                                                  )2,2()1,2()2( )0( XXX += , 

де 
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 Зауважимо, що dv2(0) (на відміну від )0(''2dv ) вже знайдена величина. 

            Тоді рівність (4.123) для другого елементу запишеться так: 

     )2()2()2()2()2,2()2()1,2()2()2( )()()()()( dNxdQxxxx NQ BBXAXAX +++=    (4.133) 

Зауважимо, що через наявність зв'язку в точці М2  
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Сформуємо стовпець *)2(X  наступним чином: 
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Неважко переконатися в тому, що 

                          )0()()(),( )2(
2

)2(*)2(
2

*)2(
2

)2(*)2( XAXAXCX lll ==             (4.135)  

( )(*)2( xA  − матриця, отримана з )()2( xA  обнуленням перших двох стовпців). 

Тоді (4.133) запишеться так 

                 .)( )2()2()2()2()2,2()2(*)2(*)2(*)2( dNdQx NQ BBXAXACX +++=       (4.136) 

Очевидно, що ).(),( 32
)2(

32
)2( dPdPdNdFdFdQ +−=+−=   

       З (4.136) визначаємо  

                ])([][ )2()2()2()2()2,2()2(1*)2(*)2( dNdQx NQ BBXAACX ++−= −         (4.137)  

і тим самим знаходимо  )(''),( 2222 ldvldv  і )0(''2dv .  

       Всі викладки для третього стержневого елемента (або для всіх інших, 

якби їх було більше) проводяться аналогічно викладкам для другого.  

       Все викладене вище відноситься до  вирішення  статичних  або  квазіста- 

 тичних задач. При вирішенні динамічних задач цей алгоритм 

використовується при визначенні залежності приростів реакцій рами по 

відношенню до матеріальних точок, розташованих на ній, від приростів 

переміщень цих точок (тобто для побудови матриць Y).     

Приклад 4.8. Розглянемо рух зазначеної рами (рис. 4.22) (або ж 

еквівалентної залізобетонної колони з додатковими зв'язками, рис. 4.23), 

викликане імпульсною дією. Маси матеріальних точок (вантажів) т1 = т2 = 

т3 = 25 Т. Геометричні параметры: l1 = l2 = l3 = 5 м. Розміри поперечного 

перерізу: b = 0.8  м, h = 0.18 м. Армування симетричне: S1 = S2 = 8,5см2. 

Сталь марки А-III, характерістики бетону: Ε0 = 2,8∙104 МПа, Rc = 19 МПа, Rp 

=1,9 МПа, Гc = 0.583∙10-3.  Як і в попередніх прикладах передбачається, що 

навантаження рами проводиться в два етапи. На першому етапі відбувається 

поступове збільшення маси вантажів (тобто поступове збільшення сил 
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тяжіння) від нуля до заданого значення. Потім при t = 0         

починається    другий    етап:   на   зосереджену   массу    

М3  впливає   імпульс,  графік якого представлений на 

рис.4.24.                 

Після закінчення дії імпульсу, тривалість якого 

дорівнює 2 с рама з вантажами здійснює вільні коливання. 

Переміщення вантажів визначаються за допомогою 

покрокового методу лінійних прискорень, причому реакції  

Рис.4.24 Графік    колони по відношенню до вантажів обчислюються методом 

      імпульсу         граничних елементів. Графіки руху вантажів представлені 

на рис. 4.25 при F0 = 6 кН і 4.26 (при F0 = 8,5 кН). Нумерація графіків 

відповідає номерам вантажів. Помітно загасання коливань. У першому 

випадку залишкові деформації практично відсутні. У другому випадку 

помітно поява залишкових деформацій.  

    

           Рис. 4.25  Рух вантажів після                 Рис. 4.26 Рух вантажів після 

            впливу імпульсу з F0 = 6 кН                 впливу імпульсу з F0 = 8,5 кН 

 

Досліджуємо тепер рух рами під дією гармонічних сил 

)3,2,1(sinˆ)( == ktFtF kk ω . Приймемо ω = 2,5 с-1, що близько до першої 

кругової частоти вільних коливань рами. Крім того, приймемо ,52,01̂ кНF =  

кНFкНF 16,1ˆ,93,0ˆ
32 == . Ці значення утворюють узагальнену силу, 
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відповідну першому головному коливанню. Графік руху вантажів 

представлений на рис. 4.27.  

 
Рис. 4.27  Рух вантажів при гармонійному впливі (F1, F2, F3 відповідають 

формі першого головного коливання) 

 

Приймемо тепер кНFкНFкНF 3,13ˆ,38,7ˆ,58,16ˆ
321 −=== . Ці значення 

утворюють узагальнену силу, відповідну другому головному коливанню. 

Частоту залишимо незмінною, тобто відповідною першому головному 

коливанню. Графік руху представлений на рис. 4.28. 

 
Рис. 4.28  Рух вантажів при гармонійному впливі (F1, F2, F3 відповідають 

формі другого головного коливання) 
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Помітна зміна форми коливань. Якщо на початку руху форма коливань  

близька  до  форми  другого   головного   коливання   (рис.  4.29а),  то  через  

хвилину вона близька до форми першого (рис. 4.29б).  

 
             Рис. 4.29а Форма першого                 Рис. 4.29б Форма другого 

                 головного коливання                          головного коливання 

 

Таким чином, відбувається перекачування енергії з однієї форми 

головних коливань в іншу, що в лінійному випадку неможливо. Крім того, 

з'являється ефект резонансу (наростання амплітуди коливань), що знову таки 

неможливо при відсутності нелінійного поводження бетону. 

В цьому параграфі проведено побудову методу дослідження динаміки 

багатоповерхової залізобетонної рами з абсолютно жорсткими ригелями при 

ударній дії. Продемонстровано застосування алгоритму цього методу на 

конкретному прикладі. 

 

4.8 Дослідження динамічної стійкості багатоповерхової залізобетонної 

каркасної будівлі 

У цьому парграфі викладений в п. 4.4 алгоритм застосовується до 

дослідження динамічної стійкості одновимірної моделі багатоповерхової 

залізобетонної каркасної будівлі, тобто колони з системою зосереджених мас, 

що знаходиться під дією системи постійних і змінних в часі осьових сил. 
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Досліджуються згинні коливання злізобетонної колони в площині її 

найменшої жорсткості, викликані імпульсною дією Fп (рис. 4.30) і системами  

осьових постійних сил Рk (k = 1,2, ..., n) і змінних сил Gk (k = 1,2, ..., n). 

Колона розглядається як система зі скінченним числом ступенів свободи. Для 

цього маса колони зосереджується в ряді матеріальних точок Мk (k = 1,2, ..., 

n).  Вибираємо  на  кожному  стержневому  елементі Mk-1Мk локальну систему 

 координат хkyk колони і присвоюємо йому номер k (k = 1,2, ..., n). 

Розглянемо спочатку деяку квазістатичну задачу для колони, коли на 

неї крім осьових сил Pk, прикладених в точках Mk, діють ще й горизонтальні 

сили Fk (k = 1,2, ..., n), причому ці сили не передбачаються постійними (рис. 

4.33). Методами, викладеними в п.4, будуємо матрицю А(k)(хk) 

фундаментальних функцій однорідного диференціального рівняння, 

відповідного рівнянню (4.81), а також матриці-стовпці )()(
k

k
Q xB  і )()( xkk

NB  

спеціальних частинних рішень рівняння (4.81). Потім записуємо рівність  

              .)()()0()()( )()()()()()()( k
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k
N

k
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k
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k
k

k NxQxxx ∆+∆+= BBXAX        (4.138) 

Тут )(kQ∆  і )(kN∆  ─  величини приростів поперечної і поздовжньої сил на 

початку стержневого елемента, а 
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( )( kk xv∆  − приріст прогину консолі, викликаний приростами сил ΔFi, ΔPi (i = 

1,2,…,n), штрих означає похідну по xk ). 

Тоді при k =1 і х1 = l1 маємо з (4.138) 
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1

)1()1(
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)1()1(
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)1(
1

)1( NlQlll NQ ∆+∆+= BBXAX          (4.140) 

а при k =2 і х2 = l2 

                    .)()()0()()( )2(
2

)2()2(
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)2()2(
2

)2(
2

)2( NlQlll NQ ∆+∆+= BBXAX      (4.141) 

Скористаємося тим, що  )()0( 1
)1()2( lXX = . В результаті отримаємо 
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Рис. 4.30  Розрахункова схема  колони    Рис. 4.31 Завантаженість колони 

           Продовжуючи таким же чином далі, знаходимо 
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Тут  )()(),(
j

k

ij

k l∏
=

= ji AD . Зауважимо, що 
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Враховуюч граничні умови консолі, можемо записати 
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З ненульових елементів цих стовпців формуємо стовпець *)1(X : 
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Введемо матрицю  
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C ,                                            (4.145) 

яка має наступну властивість: 

                                                    )()(*)1(
n

n lXCX = .                                        (4.146) 

Неважко переконатися в тому, що 

                                              )0()1(),1(*)1(*),1( XDXD kk = .                              (4.147) 

Тут *),1( kD ─ матриця, отримана з ),1( kD  обнуленням перших двох стовпців. 

       При k = n  рівність (4.142) з урахуванням (4.146) і (4.147) виглядає так 

                 ])()([ )()(
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З (4.148) знаходимо 
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тобто )0(''1v∆ , )( nn lv∆  і )(' nn lv∆ . Після цього за допомогою рівності (4.142) 

можна визначити )(''Δ і)('),( kkkkkk lvlvlv ∆∆  при будь-якому k. 

Застосуємо викладений алгоритм до побудови матриці коефіцієнтів 

впливу Y, тобто покладемо ΔPk = 0 (k = 1,2,…,n), ΔFk = 0 (k ≠ i),  ΔFi = 1 (для 

деякого фіксованого i) і визначимо прирости прогинів )( kk lv∆  (k = 1,2,…,n). 

Покладемо Yik = )( kk lv∆  (k = 1,2,..,n). Змінюючи i від 1 до п отримаємо всі 

елементи матриці Y.  Переходимо тепер до визначення приростів динамічних 

прогинів колони, зображеної на рис. 4.30. При цьому будемо 

використовувати метод лінійних прискорень в модифікації Вільсона [83,134]. 

Відповідно до методики,  запропонованої  в  [134],  спочатку  визначаємо 

матрицю-стовпець приростів реакцій колони до точок Mk (k = 1,2,…,n): 
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Тут t∆̂  = t∆θ  ( t∆  ̶ часовий крок, θ > 1 ̶ деякий множник), F∆̂ ̶  матриця-

стовпець приростів сил Fk (k = 1,2,…,n) на часовому інтервалі t∆̂ , М – 

діагональна матриця мас точок Mk, Y - матриця коефіцієнтів впливу, V і a - 

матриці-стовпці швидкостей і прискорень точок Mk, визначені в результаті 

обчислень на попередніх часових кроках, I - одинична матриця. 

          З формули  

                                                         RYv ∆−=∆ ˆˆ   

знаходимо матрицю-стовпець приростів переміщень точок Mk (k = 1,2,…,n), 

відповідних часовому кроку t∆̂ , а з виразу 

                                         ])ˆ(
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∆

=∆ aVva  

визначаємо матрицю-стовпець приростів прискорень цих точок на тому ж 

часовому кроці, а потім з формул 

                    2))(
3
1(
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2
1(,ˆ1 ttt ∆∆++∆=∆∆∆+=∆∆

θ
=∆ aaVvaaVaa        

визначаємо прирости прискорень, швидкостей і переміщень матеріальних 

точок Mk, відповідні проміжку часу. Прискорення, швидкості і переміщення 

точок Mk (k = 1,2, ..., n) після закінчення аналізованого проміжку часу 

приймають наступні значення: 

                                      vvvVVVaaa ∆+=∆+=∆+= новновнов ,, . 

Приклад 4.9. Проблема динамічної стійкості споруд має велике значення 

при розрахунках конструкцій на сейсмічні впливи при урахуванні їх 

вертикальної складової. Цій роблемі проблемі присвячена численна 

література (наприклад, [25,108,109]). Будемо досліджувати динамічну 

стійкість залізобетонної колони при наступних значеннях параметрів: число 

мас (вантажів) п = 3, маси матеріальних точок (вантажів) однакові і рівні 

деякій величині т, значення якої буде прийнято пізніше. Будемо розглядати 
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випадок, коли вертикальні змінні сили також однакові і визначаються 

формулою =)(tGk )3,2,1(sinˆ =ω ktG . Геометричні параметри: l1 = l2 = l3 = 4 м. 

Розміри поперечного перерізу: b = 0.8 м, h = 0.28 м. Армування симетричне: 

S1 = S2 = 8,5см2. Сталь марки А-III, характеристики бетону: Ε0 = 2,8∙104 МПа, 

Rc = 19 МПа, Rp = 1,9 МПа, Гc = 0.583∙10-3.   Приймемо т = 25 Т  і проведемо  

дослід ження вільних коливань колони в площині її 

найменшої жорсткості. Як і в попередніх прикладах 

передбачається, що навантаження колони відбувається 

в два етапи. На першому етапі відбувається поступове 

збільшення маси вантажів (тобто поступове збільшення 

сил тяжіння) від нуля до заданого значення. Це 

призводить до появи в точках Mk (k = 1,2,3) постійних 

вертикальних сил P = mg = 245,25 кН, які  в  подальшо- 

му залишаються незмінними. Потім  при  t = 0  почина- 

ється другий етап: на зосереджену   масу   М3   впливає  

 Рис. 4.32  Графік       імпульс F3 (t), графік якого представлений на рис. 4.32. 

         імпульсу            після закінчення дії імпульса, тривалість якого дорівнює 

 
Рис. 4.33 Вільні коливання вантажів на колоні після впливу імпульсу 
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1 с, колона з вантажами здійснює вільні коливання. Переміщення вантажів  

визначаються за допомогою покрокового методу, викладеного вище. Графіки 

руху вантажів представлені на рис. 4.33 (F3, max = 1 кН).. 

Нумерація графіків відповідає номерам вантажів. Помітно загасання 

 коливань. Крім того, нижча частота коливань, визначена за пружною 

стадією, дорівнює ω1,у = 1,719 с-1, що відповідає періоду T1,у = 3,654 c. 

Неважко визначити з рис. 4.33, що частота вільних коливань значно нижче. 

Це пояснюється тим, що стиснутий бетон володіє дотичним модулем 

пружності, набагато меншим, ніж початковий. Якщо визначити коефіцієнти 

впливу колони після закінчення початкового етапу навантаження, а потім на 

їх підставі знайти нижчу частоту, то вона виявиться рівною ω1 = 1,353 c-1, що 

відповідає періоду Т1 = 4,644 с і досить добре відповідає графіку на рис. 4.33. 

Тому при дослідженні динамічної стійкості будемо виходити з значень 

частот, визначених за запропонованою вище методикою. 

Досліджуємо тепер рух колони під дією поперечного імпульсного 

впливу F3(t) і гармонійних осьових сил =)(tGk )3,2,1(sinˆ =ω ktG . Приймемо 

61ˆ =G кН . Сила F3(t) виводить колону з неізогнутого стану, а результат 

впливу сил )3,2,1()( =ktGk  залежить від їх частоти. Як відомо з теорії 

[22,97,98], при деяких значеннях ω, P і Ĝ  виникають інтенсивні поперечні 

коливання. Таке явище називається параметричним резонансом. Введемо 

коефіцієнт збудження μ, який визначається за формулою 

                                                    )(2/ˆ
* PPG −=µ                                           (4.151) 

 ( *P  ̶ значенн Р, відповідне втраті статичної стійкості колони; в даному 

випадку *P = 640 кН, μ = 0,077). У площині (μ, ω) множини значень цих 

параметрів, при яких виникають необмежено зростаючі коливання, 

називаються областями динамічної нестійкості. У лінійному випадку при 

відсутності загасання кожна область динамічної нестійкості (дамо їй номер j) 

містить точку μ = 0, ω = 2ω1 / j (j = 1,2,…). Головна область (або як її інакше 

називають «область головного параметричного резонансу») відповідає j = 1, 
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тобто  випадку  ω = 2ω1 = 2,706 с-1.     При наявності загасання області стають 

менше   і   починаються   з   точки  з   координатами  ω = 2ω1 / j и μ = μ* (μ* - 

деяке  позитивне число, що зростає зі збільшенням номера j).  

Досліджуємо спочатку нерезонансний випадок, коли  ω ≠ 2ω1 / j ні при 

якому j, наприклад, ω = 2,095 с-1 (Т = 3 с).  Графіки руху точок  Mk  (k = 1,2,3) 

представлені на рис. 4.34. Легко помітити, що графіки на малюнках 4.33 і 

4.34 практично не відрізняються один від одного, тобто вплив сил Gk (t) (k = 

1,2,3) не відчувається.. 

 
Рис. 4.34 Коливання вантажів при відсутності параметричного резонансу 

 
Рис. 4.35 Коливання вантажів при наявності параметричного резонансу 
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Нехай тепер ω = 2ω1 = 2,706 с-1. Значення Pі залишимо незмінними. Графіки 

руху вантажів в цьому випадку представлені на рис. 4.35. Легко помітити 

присутність резонансу. 

Перевіримо наявність другого резонансу, тобто коли j = 2 і ω = ω1. Як 

показали обчислення, при μ = 0,077 цей резонанс не спостерігається. 

Збільшимо μ, прийнявши Р = 392,4 кН (тобто т = 40 Т), =Ĝ 98,1 кН. Тоді 

виявиться, що μ = 0,25. Нове значення першої частоти ω1 = 0,802 с-1  (Т1 = 

7,83 с). Графіки руху точок Мk (k = 1,2,3) наведені на рис. 4.36. Очевидна 

наявність резонансу. 
 

 
       Рис. 4.35 Коливання вантажів при другому параметричної резонансі 

 

У цьому параграфі викладено алгоритм дослідження згинних коливань 

злізобетонної колони в площині її найменшої жорсткості, викликані 

імпульсною дією і системами осьових змінних сил. Показана наявність 

параметричних резонансів, тобто рзгойдування згинних коливань при деяких 

значеннях частот і амплітуд поздовжних сил.   

 Зміст даного розділу опубліковано в роботах [223-236]. 
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Висновки за розділом 4 

 1. Запропоновано метод побудови диференціального рівняння плоского 

згину залізобетонної балки з урахуванням геометричної та фізичної 

нелінійностей і пластичності бетону при складному навантаженні виходячи з 

асоційованого закону пластичної течії для покрокового вирішення задач 

динаміки залізобетонних балок і рам. 

2. На підставі побудови\аного диференціального рівняння проведено 

дослідження квазістатичного руху одновимірної моделі залізобетонних 

каркасних споруд при багатоциклових завантаженні. Досліджено процес 

накопичення залишкових деформацій. 

3. Вивчені коливання одновимірної моделі залізобетонних каркасних 

споруд під дією змінних горизонтальних і вертикальних сил. Виявлено явище 

динамічної нестійкості і параметричного резонансу (розгойдування 

поперечних коливань при певних частотах зміни поздовжніх сил). Показано, 

що параметричний резонанс є більш небезпечним явищем, ніж звичайний 

резонанс. 

4. Проведено побудову варіанта методу граничних елементів для 

дослідження статичних та динамічних задач  пружнопластичного згину 

елементів та одновимірних моделей залізобетонних каркасних споруд. При 

цьому при побудуванні фундаментальних рішень задачі Коші для 

побудованого у параграфі 4.1 диференціального рівняння використовується 

метод розкладу розшукованих функціїй в степеневі ряди. 

5.   Проведено модифікацію методу граничних елементів. При цьому 

при побудуванні фундаментальних рішень задачі Коші для побудованого у 

параграфі 4.1 диференціального рівняння використовується метод 

представлення розшукованих функціїй в вигляді кусково-постійних функцій. 
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РОЗДІЛ 5 

ДИНАМІКА ДВОВИМІРНИХ МОДЕЛЕЙ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ 

КАРКАСНИХ БУДІВЕЛЬ З УРАХУВАННЯМ ГЕОМЕТРИЧНОЇ 

НЕЛІНІЙНОСТІ КОНСТРУКЦІЇ І ФІЗИЧНОЇ НЕЛІНІЙНОСТІ І 

ПЛАСТИЧНОСТІ МАТЕРІАЛІВ 

(метод граничних елементів) 

 

5.1 Застосування методу граничних елементів при дослідженні 

динаміки одноповерхової багатопрольотної залізобетонної каркасної 

споруди при дії плоскої системи змінних сил 

 Відповідно до визначення п. 1.4 двовимірною моделлю 

 одноповерхової протяжної залізобетоннї каркасної споруди є плоска 

багатопрольотна залізобетонна рама. 

  Розглянемо спочатку квазістатичний рух плоскої залізобетонної 

багатопрольотної рами в своїй площині, викликане системою горизонтальних 

і вертикальних сил, що лежать в цій площині і прикладених до вузлів рами 

(рис. 5.1). При цьому передбачається, що рама невагома, а маса зосереджена 

в системі матеріальних точок Мк (k = 1,2, ..., n + 1) (n - число прогонів). Якщо 

знехтувати поздовжніми деформаціями стержнів, то у рами залишиться 

тільки одна форма коливань - згинна, пов'язана з горизонтальними 

переміщеннями ригеля. Будемо вважати, що зміна сил, що діють на раму, з 

плином часу досить повільна в порівнянні з коливань рами.  

 
Рис. 5.1 Розрахункова схема багатопрольотної рами 
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Тоді інерційні ефекти будуть незначні і рух рами можна буде вважати 

квазістатичним. Конструкцію рами представимо у вигляді системи більш 

простих рам: перша - П-подібна рама, яка утворює перший прольот і 

складається зі стержнів 1,2 і 3 (номера стержнів вказані в гуртках). Будемо 

називати її першим суперелементом. Кожна наступна складається з двох 

стержнів, які утворюють Г-подібну раму (наприклад, друга - зі стержнів 4 і 

5). Вони будуть називатися k-м суперелементом відповідно до номеру 

прогону (k = 2,3, ... n). 

           Розглянемо зовнішні сили, що діють на першу раму (рис. 5.2). Крім 

заданих сил  ,, 11 РF 22 ,PF   діють ще реакции 3311 ,,, VHVH   и  реактивні 

моменти 3,1, , oo MM .  

 
Рис. 5.2  Перший суперелемент 

 

Для стержнів 1, 2 і 3, використовуючи покроковий метод, викладений у п. 

4.4, будуємо квадратні матриці А(i)(хi), а також матриці-стовпці )()(
i

i
Q xB  і 

)()(
i

i
N xB (i = 1,2,3, хi – абсциси точок стержнів в локальних системах 

координат). Потім записуємо рівності 

       )3,2,1()()()0()()( )()()()()()()( =++= idNxdQxxx i
i

i
N

i
i

i
Q

i
i

i
i

i BBXAX       (5.1) 

       Тут )(idQ  і )(idN ─ величини приростів поперечної і поздовжньої сил в i - 

му стержні, 
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 ( )( ii xdv - приріст прогину i – го стержня в перерізі з абсцисою xi, викликане 

приростами  2211 ,,, dPdFdРdF  сил 2211 ,,, PFРF , штрих означає похідну по xi).  

 Видозмінимо алгоритм, запропонований в п. 4.4. введемо матриці  
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За допомогою введених матриць формула (5.1) записується так: 

                  )3,2,1()0()]()()([)( )()()()()( =++= ixxxx i
i

i
Ni

i
Qi

i
i

i XBBAX


.            (5.4) 

Зауважимо, що 
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dv
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dv XX


                         (5.5) 

причому  3
)3(

3
)3(

1
)1(

1
)1( ,,, dHdNdVdQdHdNdVdQ −==−== .  

            Розглянемо рівновагу граничного елемента М1, розташованого між 
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стержнями 1 і 2 (рис. 5.3, на малюнку показані позитивні напрямки 

внутрішніх зусиль). З рівнянь рівноваги знаходимо 

                                                        

).()0(

,

,

1
)1()2(

1
)1()2(

)1(
1

)2(

ldMdM

dPdNdQ

dQdFdN

=

−−=

+=

                                 (5.6) 

(li – довжина i – го стержня, l1 = h1). 

 

 
                                        Рис. 5.3 Граничний елемент М1 

 

           З формули (4.50) отримуємо  
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0
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0
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)(
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)(
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')(")()(
ii

i
iii
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i

ii
i
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i

i
i

HdQxYHdNxY

dvxYdvxYxdM

+−

−+=
                   (5.7) 

Тут )4,3,2,1()()( =kxY i
i

k   ̶ функції, визначені на попередньому кроці 

алгоритму, )(
0

iH  ̶̶  початкова жорсткість поперечного перерізу і-го стержня. 

Зауважимо, що 

                                              0)0(),(')0(' 2112 == dvldvdv                                  (5.8) 

(друга рівність випливає з передбачуваної поздовжньої нестискуємості 

стержнів,  l1 = h1). 

 Співвідношення (5.6)  ̶̶ (5.8) можуть бути записані в наступному 

вигляді: 

                                              11
)1()1()2()2( )()0( UXDXС += l


,                               (5.9) 

де 
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З (5.9) отримуємо      

                                 1
1)2(

1
)1()1(1)2()2( ][)(][)0( UСXDСX −− += l


.                         (5.10) 

Розглянемо тепер рівновагу граничного елемента М2, що з'єднує стержні 2, 3 

і 4 (рис. 5.4).  

 
Рис. 5.4 Граничний елемент М2 

 

З рівнянь рівноваги знаходимо 

                                            

).()()0(

,

,

3
)3(

2
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2
)3()2()4(

)3(
2

)2()4(

ldMldMdM

dPdNdQdQ

dQdFdNdN
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−−=

++=

                       (5.11) 

Тут l2 = L1,  l3 = h2. З співвідношень ),(')(')0(' 33224 ldvldvdv == 0)0(4 =∆v   

випливає, що (5.11) можна записати так 

             ,][)(][)(][)0( 2
1)4(

3
)3()3(1)4(

2
)2()2(1)4()4( UСXDСXDСX −−− ++= ll


  (5.12) 



234 

де 
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Зауваження 5.1. З формул (5.10), (5.12) і (5.4) випливає, що елементи будь-

якої матриці-стовпця )()(
i

i xX


( i = 1,2,3,4) є лінійними функціями елементів 

матриць-стовпців )0()1(X


 і )0()3(X


. 

            Формула (5.12) дозволяє перейти до наступного (другого) 

суперелемента (рис. 5.5 при k = 2). Ця формула дозволяє висловити елементи 

стовпця )0()4(X


 через величини ),0(''jv∆ )3,1(, )()( =∆∆ jNQ jj . За допомогою 

(5.4) визначаємо )( 4
)4( lX


 і )( 5

)5( lX


, причому  )0()5(X


 має такий вигляд:                            

 
   Рис. 5.5 Схема другого суперелементу 
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Далі за допомогою формули, аналогічної (5.12), визначаємо 

                3
1)6(

5
)5()5(1)6(

4
)4()4(1)6()6( ][)(][)(][)0( UСXDСXDСX −−− ++= ll


.         (5.14)  

З (5.4), (5.10) і (5.14) випливає, що елементи стовпців )( 4
)4( lX


, )( 5

)5( lX


 и 

)0()6(X


 є лінійними функціями величин )()( ,),0('' jj
j NQv ∆∆∆  )5,3,1( =j . 

       Зауваження 5.2. Для стержня з номером 2k, що відноситься до k-го 

прогону, формула (5.14) записується так 
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               (5.15) 

Звідси випливає, що для стержнів k - го прольоту елементи стовпців 

),(),0( 2
)2()2(

k
kk lXX


 а крім того, і )( 12

)12(
+

+
k

k lX


 є лінійними функціями величин 

),0(''jv∆  )12,...,3,1(, )()( +=∆∆ kjNQ jj . Продовжуючи таким же чином далі 

для останнього п - го прольоту отримуємо, що елементи стовпців )( 2
)2(

n
n lX


 і 

)( 12
)12(

+
+

n
n lX


 з’явлються лінійними функціями величин )()( ,),0('' jj

j NQv ∆∆∆  

)12,..,3,1( += nj . Загальна кількість цих невідомих величин Nневід = 3n + 3. 

              Введемо позначення  )12(
33

)12(
321231 ,),0('' +

+
+

+++ ∆=∆=∆= k
k

k
kkk NuQuvu   

),...,1,0( nk = . Необхідно мати 3п +3 рівнянь для їх визначення. З умови 

поздовжньої нестискуємості стержнів і жорсткого з'єднання їх в вузлах 

маємо   

                                        
.),...,2,1()(')('

),()(,0)(

121222

11121222

nklvlv
lvlvlv

kkkk

kkkk

=∆=∆
∆=∆=∆

++

++                       (5.16) 

Ще три рівняння можна побудувати наступним чином. Введемо додатковий 

стержень, який має номер 2n + 2 і є продовженням ригеля за межі п - го 

прольоту. Так як він не завантажений, то для нього виконуються такі 

рівності: 

                                      0,0,0)0('' )22()22(
22 =∆=∆=∆ ++

+
nn

n NQv                     (5.17)  

і, крім того, його можна вважати лінійно пружним і в формулі (5.9а) для 

 матриці )22( +nС , необхідної для обчислення стовпця )0()22( +nX , покласти 
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  Рівняння (5.16) і (5.17) можуть бути записані так 
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                   (5.18) 

З зауваження 5.2 випливає, що ліва частина кожного з них являє собою 

лінійну функцію невідомих uk (k = 1, 2, ..., 3n + 3), тобто система рівнянь 

(5.18) може бути записана так: 

                                   )33,...,2,1(0
33

1
,0, +==+ ∑

+

=

niuEE
n

k
kkii .                             (5.19) 

         Для чисельного визначення величин Ei,0 (i = 1,2,…,3n+3) поступимо 

таким чином: покладемо всі величини иi (i = 1,2, ..., 3n + 3) рівними нулю, 

тобто приймемо, що 

                          )12,..,3,1(0,0,0)0('' )()( +==∆=∆=∆ njNQv jj
j , 

і відповідно до викладеного вище алгоритма обчислимо значення величин, 

що стоять в лівих частинах формул (5.18). Ці значення і будуть значеннями 

коефіцієнтів Ei,0 (i = 1,2,…,3n+3). 

         Для визначення величин  Ei,k (i = 1,2,…,3n+3)  для деякого k > 0 зробимо 

так: покладемо, що  иi = 0 (i = 1,2,…,k-1, k+1,…,3n+3), а  uk = 0, і знову 

обчислимо значення величин, що стоять в лівих частинах формул (5.18). Ці 

значення і будуть значеннями коефіцієнтів Ei,k (i = 1,2,…,3n+3).  

         Після визначення значень всіх коефіцієнтів системи рівнянь (5.19) 

вирішуємо її і знаходимо значення невідомих величин 

),0(''jv∆ )12,...,3,1(, )()( +=∆∆ kjNQ jj , а через них за допомогою викладеного 

алгоритму визначаємо прирости переміщень і напружень в точках рами, а 

значить, і значення самих переміщень і напружень, складаючи збільшення зі 
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 знайденими на попередніх кроках значеннями. 

 Приклад 5.1. Досліджуємо квазістатичний рух залізобетонної 

трипрольотної рами (рис. 5.6), викликаний горизонтальною гармонійною 

силою F4 з періодом Т4 = 5c і амплітудою =4F
  100 кН.  Маси матеріальних 

точок (вантажів) т1 = т2 = т3 = т4 = 35 Т. Вертикальні сили постійні і рівні 

вагам вантажів. Геометричні параметри: L1 = L2 = L3 = h1 = h2 = h3 = h4 = 8 м. 

Розміри поперечних перерізів: колон – b = 0.8 м, h = 0.28 м, ригеля – b = 0.8 

м, h = 0.5 м. Армування симетричне: S1 = S2 = 8,5см2. Сталь марки А-III, 

характеристики бетону: Ε0 = 2,8∙104 МПа, Rc = 19 МПа, Rp = 1,9 МПа, Гc = 

0.583∙10-3.    

Як і в попередніх прикладах передбачається, що навантаження рами 

відбувається в два етапи. На першому етапі відбувається поступове 

збільшення маси вантажів від нуля до заданих значень. Це призводить до 

появи стискаючих поздовжніх сил в колонах, що впливає на  

 

 
 Рис. 5.6  Розрахункова схема рами 

 

частоту вільних згинальних коливань. В даному випадку період вільних 

коливань Т0 = 1,07 с, що набагато менше періоду вимушених коливань F4. 

Тому можна знехтувати інерційними ефектами і вважати рух рами  квазіста- 

тичним. Потім «включається» сила  t
T4

44

2sin π
= FF


.  

Рух точки М4 (а значить, і точок М1, М2, М3 наведено на рис. 5.7.  
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Рис. 5.7 Графік руху ригеля 

 

     Приступимо тепер до дослідження динамічної задачі для 

багатопрольотної залізобетонної рами, що знаходиться під дією системи 

зосереджених змінних сил, що лежать в площині рами та прикладених в її 

вузлах. При цьому передбачається, що маса рами зосереджена в системі 

матеріальних точок, а змінні сили - горизонтальні Fk (t) і вертикальні Рk (t) (k 

= 1,2, ..., n + 1, n ─ число прогонів) прикладені до цих точок (рис. 5.8). При 

визначенні приростів переміщень точок використовується метод лінійного 

прискорення з модифікацією Вільсона [93,152]. 

  
Рис. 5.8 Розрахункова схема рами 
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          Як і при вирішенні квазістатичної задачі будемо нехтувати 

поздовжніми деформаціями стержнів і зсувами точок стержнів уздовж їх 

початкових осей, викликаними викривленням цих осей. Тоді матеріальні 

точки будуть рухатися синхронно по горизонталі як одна матеріальна точка 

(позначимо її символом М0) з сумарною масою ∑
+

=

=
1

1

n

k
kmM . Складаючи 

основне рівняння динаміки для цієї точки, отримуємо 

                                          VHM RRPFa ∆+∆+∆+∆=∆ ˆˆˆˆˆ .                            (5.20) 

Тут  
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Проектуючи (5.20) на вісь у глобальної системи координат, отримуємо  

                                                   HRFaM ∆+∆=∆ ˆˆˆ .                                        (5.21) 

На підставі методу лінійних прискорень маємо 

                                       ])ˆ(
2
1ˆˆ[

)ˆ(
6ˆ 2

2
tatVv

t
a ∆−∆−∆

∆
=∆ .                             (5.22) 

Тут  t∆̂   ̶   приріст  часу, причому відповідно до методу  Вільсона    t∆̂ = t∆θ  

(θ > 1 ─ скалярний множник, Δt ─ часовий крок), v∆̂ ─ приріст переміщення 

точки М0, V і a ─ швидкість і прискорення її, визначені на попередньому 

кроці. Зауважимо, що прирости Fav ∆∆∆ ˆ,ˆ,ˆ  і HR∆̂  відповідають проміжку часу 

t∆̂ .  

  Знайдемо залежність між приростом сумарної горизонтальної реакції 

колон HR∆̂  і приростом зміщення v∆̂  точки М0. Для цього використовуючи 

алгоритм, викладений в п. 5.1, визначаємо приріст Y переміщення точки М0, 

викликаний одиничним квазістатиним приростом горизонтальної сили 

(квазістатичним приростом будемо називати таку зміну сили, яке породжує 

квазістатичне переміщення рами). Очевидно, для довільного квазістатичного  

прироста statF∆̂  сумарної горизонтальної сили матимемо  
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                                                        statFYv ∆=∆ ˆˆ                                             (5.23) 

а отже, 

                                                          HRYv ∆−=∆ ˆˆ .                                           (5.24) 

Підставляючи (5.24) в (5.22), а потім (5.22) в (5.21), отримуємо 

                       }ˆ]
2

)ˆ(ˆ[
)ˆ(

6{]
)ˆ(

61[ˆ
2

2

1

2
FtatVM

t
MY

t
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+−=∆ − .           (5.25) 

Визначивши з (5.25) R∆̂ , знаходимо з (5.24) і (5.22) v∆̂  і a∆̂ , а потім з 

формул 

                   2))(
3
1(

2
1,)

2
1(,ˆ1 taatVvtaaVaa ∆∆++∆=∆∆∆+=∆∆

θ
=∆         (5.26) 

визначаємо прирости прискорень, швидкостей і переміщень матеріальних 

точок, що відповідають проміжку часу Δt. Завершується крок обчисленням 

нових значень прискорень, швидкостей і переміщень:   

                                  vvvVVVaaa новновнов ∆+=∆+=∆+= ,, .                    (5.27) 

Приклад 5.2. Досліджуємо рух трехпрольотної залізобетонної рами (рис. 

5.9), викликаний імпульсним впливом. Геометричні параметри, клас бетону і 

армування такі ж як і в прикладі в п. 5.1. 

                                  
Рис. 5.9 Розрахункова схема рами 

 

       На першому етапі відбувається збільшення маси вантажів від нуля до 

заданого значення. Потім при t = 0 починається другий етап: на зосереджену 
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масу М4 впливає імпульс (рис.5.10, F4 в кН, t в сек). Після закінчення дії 

імпульса, тривалість якого дорівнює 2 с, рама з вантажами здійснює вільні 

коливання. 

          Переміщення вантажів визначаються за допомогою покрокового 

методу лінійних прискорень з використанням методу граничних елементів 

для визначення реакцій колон по відношенню до вантажів. Графік руху 

вантажів представлений на рис. 5.11. 

 

 
     Рис. 5.10 Графік імпульсу                 Рис. 5.11 Графік руху ригеля 

 

Помітно загасання коливань. Також помітно поява залишкових деформацій, в 

результаті чого при загасанні коливань осі колон не прагнуть до своєї 

первісної прямолінійної форми, а залишаються зігнутими. 

 В цьому параграфі проведено побудову методу дослідження динаміки 

двовимірних моделей многорольотних залізобетонних каркасних споруд з 

урахуванням нелінйних дефомаційних властивостей і пластичності 

матеріалів, заснованого на методі граничних елементів. 
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5.2  Прямий динамічний розрахунок причалу №19 Ізмаїльського 

морського торгового порту на сейсмічний вплив у вигляді 

акселерограми землетрусу 

 Передбачається, що фронт сейсмічної хвилі в ґрунті паралельний 

поздовжньої   осі  причалу.  Тому деформації  всіх  опор  причалу  однакові  і  

 досить досліджувати коливання однієї з них. 

  Схематичний поперечний розріз причалу наведено на рис. 5.12. 

Поперечний переріз паль наведено на рис. 5.13, а поперечний переріз плити 

на рис. 5.14. Дотримуючись загальноприйнятої методики, при побудові 

розрахункової схеми робимо так: кожну з паль вважаємо жорстко 

затисненою колоною, причому місце защемлення визначається так  ̶̶  від 

середньої лінії між поверхнею кам'яної  відсипки  і  поверхнею  грунту  

відраховується  вниз  

 

 
Рис. 5.12 Схематичний поперечний розріз причалу 

 

три - п'ять поперечних розмірів палі. Ширина ригеля приймається рівною 
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Рис. 5.13 Поперечний переріз палі 

 

довжині кроку колон в поздовжньому напрямку причалу - 3м, що в два рази 

менше ширини плит, що утворюють ростверк, і, отже, містить вдвічі меншу 

кількість арматури.  

Рис. 5.14 Поперечний переріз плити 

           

  Отримана в результаті рама приведена на рис. 5.15. 

 
Рис. 5.15  Розрахункова схема поперечного перерізу причалу 
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На цьому рисунку  h1 = 14 м, h2 = 13,125 м, h3 = 11,67 м, h4 = 9,33 м, h5 = 

7,875м,  h6 = 7 м, L1 = 1,5 м, L2 =  =2,5 м, L3 = 4 м, L4 = 2,5 м, L5 = 1,5 м, М1 = 

5,77 Т, М2 = 9,28 Т, М3 = 12,64 Т, М4 = 12,05 Т, М5= 7,95 Т, М6 = 4,01 Т. 

Поперечний переріз колон збігається з поперечним перерізом паль 

(рис. 5.13), а поперечний переріз ригеля показано на рис. 5.16. 

 
Рис. 5.16 Поперечний переріз ригеля рами 

 

         Консольна модель рами представлена на рис. 5.17. Консоль має нагорі 

додатковий зв'язок, який перешкоджає повороту поперечного перерізу. Така 

схема прийнята тому, що згинальна жорсткість ригеля рами значно більше, 

ніж згинальна жорсткість вертикальних стержнів. В цьому випадку прогин на 

кінці консолі при розрахунках в припущенні лінійно пружної роботи 

матеріалу визначається за формулою 

                                                            
k

k
k H

Flv
12

3
= .                                            (5.28) 

(Hk - згинальна жорсткість вертикального стержня).  

          Згинальну жорсткість стержня можна знайти з (5.28) 

                                                         .12
3
k

k
k l

Hc =           

Звідси знаходимо 

                                                               3
12

k

k
k c

H
l = .                                      (5.29) 

Ця формула пов'язує дві невідомі характеристики консолі - її довжину lk і 

згинальну жорсткість Нk. Задавши начення за однієї з них, наприклад, Нk, 

можна визначити іншу, тобто lk. Значення ж сk можна визначити з рівності 

                                                      ,2
0Mkсk =  
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де  М - маса вантажу, k0 ─ кругова частота вільних коливань рами, визначена  

без допущення про абсолютну твердість ригеля. Для рами,   зображеної на  

рис. 5.15, М = 51,7 T,   k0= 13,23 с-1, сk = 9043,2 кН/м. 

Виберемо поперечний переріз консолі так, як показано на рис. 5.18.  

                                                  
                                    Рис. 5.17                                                    Рис. 5.18 

                   Консольна модель рами     Поперечний переріз консолі (варіант I) 

 

Знайдемо згинальну жорсткість консолі: 

                                           2
1

3 212/ hSEbhEH aabk += .                                 (5.30) 

Тут 5
a

4 102E 0,45м,hм,18,1,108,2 ⋅===⋅= bМПаEb ,МПа =π= 202.015aS   

.195,0,0057,0 1
2 мhм =  Тоді  =kH 2354878кНм  і з (2) знаходимо  lk = 7,78м. 

 Останні роки під егідою Української асоціації сейсмостійкого 

будівництва в Одеській області ведуться роботи з сейсмічного 

микрорайонування майданчиків з урахуванням реальних ґрунтових умов. 

Створено базу даних акселерограм для різних майданчиків. Тут 

використовується одна з них (рис. 5.19). 

Додамо  основі   консолі  горизонтальні  зміщення,  прискорення  яких  

змінюються з плином часу відповідно до цієї акселерограми. Спектр Фур'є  
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акселерограми представлений на рис. 5.20. 

 
Рис. 5.19 Розрахункова акселерограма 

 

Зауважимо, що пік, тобто максимальне значення абсолютної величини 

трансформанти Фур'є | A(k) | акселерограми спостерігається при k = kпр = 

11,26c-1. Його частота називається переважної круговою частотою 

землетрусу. Досліджуємо рух вантажу на консолі без урахування 

нелінійності і пластичності бетону (для цього необхідно покласти d[ε] = 0 ). 

  

 Рис. 5.20 Спектр Фур'є розрахункової акселерограми 
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Графік руху наведено на рис. 5.21. Так k0 ≠ kпр, то розглянутий випадок бу- 

 демо називати нерезонансним, таким чином графік, зображений на рис. 5.21,  

являє собою графік нерезонансних коливань. Приймемо масу корисного 

навантаження тнав = 0,46 м. Неважко переконатися, що в цьому випадку 

кругова частота вільних коливань k0 стане рівною переважній круговій 

частоті землетрусу, акселерограма якого наведена на рис. 5.22. Як видно з 

графіка на рис. 5.22, переміщення вантажу більш ніж в два рази більше тих, 

які наведені на рис.5.21. 

     
Рис. 5.21 Рух вантажу на пружній консолі (варіант I, нерезонансний випадок) 

 
 Рис. 5.22 Рух вантажу на лінійно пружної консолі (варіант 2, резонанс) 
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Врахуємо тепер нелінійність і пластичність бетону. Використовуючи  

алгоритм, запропонований вище з урахуванням пластичних деформацій 

(тобто при d[ε]p ≠ 0), визначимо частоту вільних коливань. Для цього 

квазістатично прикладаємо горизонтальну одиничну силу до вантажу і 

визначаємо його зміщення δk,пл. Воно виявилося рівним δk,пл = 1,129˕10-4 м / 

кН. Коефіцієнт жорсткості дорівнює сk, пл = 1 / δk, пл = 8854,64 кН / м, а кругова 

частота k0,пл = 13,087 c-1. Рух вантажу М представлено на рис. 5.23. 

          Рис. 5.23 Рух вантажу з урахуванням нелінійності бетону (нерезонанс) 

Як можна помітити, відмінності від рис. 5.21 незначні. Для того щоб k0,пл 

прийняло значення, рівне   kпр = 11,26 c-1, слід тнав прийняти рівним 0,35 м.  

Графік руху ─ на рис. 5.24.  

 
Рис. 5.24 Рух вантажу на консолі з урахуванням нелінійності бетону (варіант 

I, резонанс) 
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Прогини консолі більше, ніж при резонансі без урахування нелінійності 

і пластичності бетону. 

Розглянемо тепер інший варіант консолі. приймемо поперечнй переріз 

її таким, як він зображений на рис. 5.25. В цьому випадку Hk = 2497817   

кНм2  
  і з (4.198) знаходимо  lk = 14,82м.   Якщо не враховувати нелінійність і 

пластичність, то рух вантажу описується графіками на рис. 5.21 і 5.22, тобто 

нічим не відрізняється від руху вантажу як в нерезонансному, так і в 

резонансному випадках попереднього варіанту консолі. Врахуємо тепер 

нелінійні і пластичні властивості бетону. Як і в попередньому варіанті, 

використовуючи алгоритм, запропонований в попередніх пунктах, визначимо 

частоту вільних коливань з урахуванням пластичних властивостей бетону. В 

цьому випадку вона приймає таке значення:  

                                                    k0,пл  = 13,272 c-1. 

Рух вантажу в цьому (нерезонансному) випадку представлено на рис. 

5.26. 
 

 
Рис. 5.25 Поперечний переріз консолі (варіант II)           
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Рис.5.26 Рух вантажу на консолі з урахуванням нелінійності та 

пластичності бетону (варіант II, нерезонансний випадок) 

 

Порівняємо його з рис. 5.23. Вони практично збігаються. Розглянемо тепер 

резонансний випадок. Для досягнення резонансу в цьому випадку слід 

покласти тнав = 0.39М. Графік руху вантажу наведено на рис. 5.27. При 

порівнянні його з рис. 5.24 помітні деякі несуттєві відмінності.  

 
Рис. 5.27 Рух вантажу на консолі з урахуванням нелінійності та пластичності 

бетону варіант II, резонанс) 

  

Розглянемо тепер рух рами (рис. 5.15) при землетрусі з заданої на рис.  
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5.19 акселерограмою. Якщо знехтувати поздовжніми деформаціями стержнів, 

то виявиться, що рама поводиться як система з одним ступенем свободи, 

причому в якості узагальненої координати можна вибрати переміщення 

зосереджених мас уздовж осі ригеля. Очевидно, що якщо не враховувати 

нелінійні і пластичні властивості бетону і арматури, то графік руху мас 

збігається або з зображеним на рис. 5.21 в нерезонансному випадку, або з 

зображеним на рис. 5.22 в резонансному. Використовуємо тепер алгоритм 

для дослідження руху рами при урахувнні нелінійності і пластичності 

бетону. В результаті для нерезонансного випадку отримуємо графік руху, 

наведений на рис. 5.28. 

Він нагадує графік на рис. 5.26, однак є суттєва відмінність - на рис. 5.28 

помітно поява і накопичення залишкових деформацій. Різниця в поведінці 

конструкцій пов'язано з тим, що розподіли напружень в консолі і в елементах 

рами різні, що впливає на згинальну жорсткість конструкцій в цілому. 

 
Рис. 5.28 Горизонтальний рух ригеля рами (нерезонансний випадок) 

 

На рис. 5.29 наведено графік руху зосереджених мас рами в 

резонансному випадку. На відрізку часу до 26 с він нагадує графік на рис. 

5.27,  однак  при  t = 26 c  він  переривається.  Це  викликано  тим,  що  в  цей 

 момент в поперечних перерізах на ділянці  одного  з  вертикальних  стержнів  
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виникли розтягуючі напруження, що перевищують межу міцності бетону на  

розтяг,     тобто   почався   процес   руйнування,  чого  не  спостерігалося при  

використанні консольної моделі. 
 

 
Рис. 5.29 Горизонтальнй рух ригеля рами (резонанс) 

 

Отже, в цьому параграфі проведено дослідження динаміки причалу 

№19 Ізмаїльського морського торгового порту на сейсмічну дію у вигляді 

акселерограми землетрусу.  

 

5.3 Дослідження динаміки багатоповерхової багатопрольотної 

залізобетонної каркасної споруди при дії плоскої системи змінних сил 

методом граничних елементів  

Відповідно до  визначення  п. 1.4  двовимірною  моделлю 

багатоповерхової   багатопрольотної  залізобетонної  каркасної  споруди   є 

плоска багатопрольотна багатоповерхова залізобетонна рама. 
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Приступимо до дослідження руху плоскої багатоповерхової 

багатопрольотної залізобетонної рами в своїй площині, викликаного 

системою горизонтальних і вертикальних сил, прикладених до вузлів рами 

(рис. 5.30).  

                                                               
                                    Рис. 5.30  Розрахункова схема рами 

 

Спочатку розглянемо квазістатичну задачу, тобто припустимо, що 

зміна сил, що діють на раму, з плином часу досить повільна для того, щоб 

можна було знехтувати виникаючим при цьому інерційними ефектами. 

Передбачається, що маса рами зосереджена в системі матеріальних 

точок, розташованих у вузлах рами. Для вузлів рами вводиться номер, що 

складається з двох чисел - перше відповідає номеру прогону, а друге ̶   

номеру поверху. Тому у горизонтальних F і вертикальних сил Р є подвійний 
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індекс: Мk,i, Fk,i, Рk,i (k = 1,2,…,n + 1; i = 1,2,…,j) (n – число прольотів рами, j 

– число поверхів). 

Рішення задачі передбачається вести покроковим методом. На кожному 

 кроці навантаження на раму отримує прирости  ),( ikF∆  і ),( ikP∆  (k= 1,2,…,n 

+ 1; i = 1,2,…,j).  

Будемо розглядати раму як систему, що складається з ряду більш 

простих рам (їх прийнято називати суперелементами). Один з суперелементів 

представлений на рис. 5.31. 

Кількість таких суперелементів дорівнює числу прогонів, номер 

суперелементів збігається з номером прогону. Кормі того, є ще один 

суперелемент - крайня права колона рами. Його номер дорівнює п + 1. 

Стержні рами також отримують подвійний номер (k, m), k - номер 

суперелементу (k = 1,2, ..., n) (рис. 5.31), m - порядковий номер стержня в 

межах суперелементів (m = 1,2, ..., 2j). На рисунках номера стержнів 

представлені в овалах. 

Введемо на кожному зі стержнів суперелементів локальну систему 

координат, при цьому вісь xk,m направимо уздовж стержня (k, m - номер 

стержня). Користуючись методологією методу граничних елементів, для 

кожного зі стержнів можна записати наступну рівність: 

       ).2,...,3,2,1()0()()( ),(
,

),(
,

),( jmxx mk
mk

mk
mk

mk == XSX


             (5.31) 

Тут      

                )()()()( ,
),(

,
),(

,
),(

,
),(

mk
mk

Nmk
mk

Qmk
mk

mk
mk xxxx BBAS


++= , 

 

                             

























∆

∆

′′∆

′∆

∆

=

),(

),(

,,

,,

,,

,
),( )(

)(
)(

)(

mk

mk

mkmk

mkmk

mkmk

mk
mk

N

Q

xv
xv
xv

xX


 



255 

( mkv ,∆ ̶  приріст прогину стержня, ),( mkQ∆  і ),( mkN∆  ̶  прирости поперечної і 

поздовжньої сил, штрих означає похідну по xk,m). 

 
                    Рис. 5.31 Рядовий суперелемент                       Рис. 5.32 Крайній 

                                                                                                   суперелемент  

  Видозмінимо алгоритм, запропонований в п. 4.4. Введемо матрицю-

стовпець )( ,
),*(

mk
mk xX  за допомогою формули:         
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Тут  )( ,
),(

mk
mk xM∆  ̶  приріст згинального моменту в стержні з номером k, m. 

З формули (4.50)  

       
),(

0
),(

,
),(

4
),(

0
),(

,
),(

3

,,
),(

2,,
),(

1,
),(

/)(/)(

)('')()(
mkmk

mk
mkmkmk

mk
mk

mkmk
mk

mkmk
mk

mk
mk

HQxYHNxY

vxYvxYxM

∆+∆−

−′∆+∆=∆
 

( )4,3,2,1()( ,
),( =ixY mk

mk
i  - функції, визначені на попередньому кроці 

алгоритму, ),(
0

mkH – початкова жорсткість поперечного перерізу стержня) 

випливає, що )( ,
),*(

mk
mk xX  може бути представлене так: 

                           ),(ˆ)( ,
),(),(

,
),*(

mk
mkmk

mk
mk xCx XX =                            (5.32) 

де 
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З формул (5.31) і (5.32) виходить, що 

                               )0()()( ),*(
,

),*(
,

),*( mk
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mk

mk xx XSX = .               (5.33) 

Тут .)]0()[()()( 1),(
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),*( −= mk
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mk xxx CSCS  

Змінимо тепер стовпець )( ,
),*(

mk
mk xX  наступним чином: 
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тобто додамо ще один елемент )( ,, mkmk xu∆  ̶ приріст поздовжнього зсуву 

поперечного   перерізу  стержня  з  номером  k, m.  Тоді  формула  (5.33)  буде 

виглядати так: 

                     )0()()( ),(**
,

),(**
,

),(** mk
mk

mk
mk

mk xx XSX = .                      (5.34) 

Зневажимо поздовжньою деформацією стержнів, тоді для )( ,
),(**

mk
mk xS  

матимемо таке представлення: 

                                   











= ),(*,

),*(*

...

........1
)( mkmk

mk

S
xS  

(пропущені елементи матриці дорівнюють нулю). 

   Розглянемо рівновагу граничного елемента, розташованого між двома 

вертикальними стержнями. На рис. 5.33 показані силові фактори, що діють на 

цей елемент. Вони дорівнюють відповіднім внутрішнім зусиллям  в кінцевих 

 

   
        Рис. 5.33 Проміжний елемент            Рис. 5.34 Верхній елемент 

 

перерізах стержнів, що примикають до цього елементу, але мають 

протилежні по відношенню до внутрішніх зусилль напрямки. 

З умов рівноваги елемента і жорсткого з'єднання стержнів в вузлах 

знаходимо 
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   (5.35)  

Розглянемо рівновагу граничного елемента, що знаходиться на самому 

верху суперелементів (рис. 5.19). З рівнянь рівноваги і умов (5.35) отримуємо 
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−
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−−
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             (5.36) 

Рівності (5.35) ̶ (5.36) можуть бути записані у вигляді матричних 

співвідношень 

                       
),,...,2,1(),()12,*(*)(

)12,(**)2,1(**)2,(**

jiikiki

ikikik

=++

++=
+

−−

UXE

DYIYX
                             (5.37) 

(I1,1 = I3,3 = I4,4 = I5,5 = I6,6 = 1; 1,1 )(
6,5

)(
5,6

)(
4,4 =−== iii EEE при i < j; ,16,5 −=D  

15,64,4 == DD ; ),(),(
6

),(),(
5 , ikikikik FP ∆=∆−= UU ; інші елементи матриць I, E(i), D 

і стовпця U(k,i) дорівнюють нулю, )( jE ̶ нульова матриця). Для стислості 

запису прийняті позначення: ),0(),(**),(** mkmk XX =  )( ,
),(**),(**

mk
mkmk lXY = . 

З умов жорсткого з'єднання у вузлах випливає 

         ).,...,2,1(, )2,1(**
3

)12,(**
3

)2,1(**
1

)12,(**
2 jiikikikik === −−−− YYYY            (5.38) 

Крім того, введемо умови   

                                       ),...,2,1(0)2,(**
2 jiik ==Y .                                (5.39) 

Вони пов'язані з тим, що правий кінець горизонтального стержня 

суперелементу з'єднується з вузлом, розташованим на вертикальному 

стержні наступного суперелементу. 

На нижньому кінці першого стержня колони виконуються умови:                                         
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                                          )3,2,1(0)1,(** == pk
pX ,                                 (5.40) 

на нижніх кінцях наступних стержнів колони – 

                           
).,...,2(

,,0
)22,1*(*

3
)12,*(*

3

)22,1(**
1

)12,(**
2

)12,(**
1

jiikik

ikikik

==

−==
−−−

−−−−

YX

YXX
                  (5.41) 

Рівності (5.40) ̶ (5.41) можна розглядати як систему 3j лінійних рівнянь 

щодо решти невизначених елементів стовпців )12,(** −ik
pX  

),...,2,1;6,5,4( jip ==  і висловити їх через елементи стовпців )2,1(** ik−Y  

),...,2,1( ji = . Представимо стовпці )12,(** −ikX  так:  

                                )12,*(*)12,*(*)12,*(* −−− += ikikik XXX , 
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і висловити їх через елементи стовпців )12,(** −ikX  в наступному вигляді:  

                                     )22,1*(*)1()12,*(* ˆ −−−− = ikiik YIX                             (5.43)  

( 1ˆ,1ˆ )1(
3,3

)1(
1,2 =−= −− ii II , інші елементи матриці )1(ˆ −iI дорівнюють нулю при i > 1, 

)0(Î  ̶̶   нульова матриця). 

Використовуючи представлення (5.42) і (5.43), а також формули (5.34) і 

(5.36), можна надати рівнянням (5.38) ̶ (5.39) наступну форму: 
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Тут )( ,
),(**),(**

mk
mkmk lSS = .              

Введемо позначення   

                         
),,...,2,1;6,..,2,1(
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jimw
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k
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===
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−+

−
+−+

Y

X
                  (5.45)    

тобто )3,...,2,1()( jpw k
p =  і )6,...,2,1()1( jpz k

p =−  являють собою виписані 

підряд елементи матриць-стовпців )12,*(* −ik
mX (m = 4,5,6; i = 1,2,…,j) и 

)2,1(** ik
m

−Y (m = 1,2,…,6; i = 1,2,…,j) відповідно. Тоді система рівнянь (5.44) 

запишеться в наступному вигляді: 

                                  )()1()()()( kkkkk VZTWR += − .                               (5.46) 

Тут W(k) - матриця-стовпець з елементами )3,...,2,1( jmwm = , R(k) – квадратна 

матриця розміру 3j, V(k) – стовпець того ж розміру, Т(k) – прямокутна матриця 

3j×6j, Z(k-1)  ̶  стовпець розміру 6j. 

Дамо кожному рівняння системи (5.44) порядковий номер q 

(наприклад, q = т +3(i-1), m = 1,2,3; i = 1,2,…,j). Тоді )(k
qV = 0 при т = 1,2 и 

2
),()2,(**)( ][ ikikk

q USV = при т = 3. Для чисельного визначення елемента )(
,
k
rqR  матриці 

R(k) вважаємо )(k
rw = 1 (тобто один з елементів ;3,2,1()12,(**

3 =−
+ mik

mX  

),...,2,1 ji = , як зазначено у (5.45), прирівнюємо одиниці),  а решта (тобто 

інші із зазначених вище елементів) вважаємо рівними нулю і обчислюємо 

значення лівої частини формули (5.44). Це значення і буде значенням 

коефіцієнта Rq,r. Аналогічно визначаються елементи матриці Т за допомогою 

значень величин )6,...,2,1()1( jrz k
r =− . 

З (5.46) отримуємо 

                           )(1)()1()(1)()( ][][ kkkkkk VRZTRW −−− += .                   (5.47) 

З (5.37) і (5.43) випливають такі рівності 
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),,...,2,1( ji =  які за допомогою (5.47) можуть бути записані так  
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                         )()()()1()()( ˆ kkkkkk VWHZGZ ++= − .                       (5.48) 

Елементи матриць )(kG , )(kH  і стовпця )(ˆ kV обчислюються аналогічно 

визначенню елементів )(kR , )(kT  і )(kV . Рівність (5.48) можна записати так  

                                  )()1()()( kkkk LZKZ += − ,                                     (5.49) 

де )(1)()()()( ][ kkkkk TRHGK −+= , )()(1)()()( ˆ][ kkkkk VVRHL += − . 

Для першого суперелементу внаслідок відсутності попереднього маємо     

                          0)2,0(** =i
mY ),...,2,1;6,5,4( jim == , 

тобто  0)0(
)1(3 =−+ imz ),...,2,1;6,5,4( jim == . Крім того, мають місце такі рівності   

0)2,0(**
2 =iY , тобто 0)0(

)1(32 =−+ iz . Решта 2j елементів стовпця  Z(0) залишаються 

невідомими. З формули (5.49) при k = 1 отримуємо 

                                    )1()0()1()1( LZKZ += .                                       (5.50)                    

При k = 2 будемо мати 

                                      )2()1()2()2( LZKZ += . 

Використовуючи (5.50) знаходимо     

                          )2()1()2()0()1()2()2( LLKZKKZ ++= . 

Продовжуючи таким же чином далі, на п-му кроці приходимо до 

наступного результату: 

                                        )()0()()( ˆˆ nnn LZKZ += ,                                  (5.51) 

де ∑∏∏
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qnpnn
n

p

pnn LLKLKK . 

Переходимо до розгляду останнього, (п + 1) - го суперелементу (рис. 

4.56). На цьому рисунку додані фіктивні стержні з номерами n + 1, 2i (i = 

1,2,…,j). Внаслідок фактичної відсутності цих стержнів мають місце такі 

рівності:    ).,...2,1;6,5,4(0)2,1(** jipin
p ===+X  

            Використовуючи (5.37) їх можна записати так 
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    (5.52) 

Крім того, з умов жорсткого з'єднання у вузлах випливає 
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Представимо ці рівності так 
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Використовуючи (5.41) і (5.47), запишемо систему рівнянь (5.52) - (5.53) так: 

                        )1()0()()1()1()1( ˆ ++++ =+ nnnnn VZKTWR .                      (5.54) 

Тут )1( +nR   ̶̶  прямокутна матриця розмірності 5j×3j, )1( +nT  ̶  розмірності 5j×6j.  

Нагадаємо, что стовпець )0(Z  містить 2j невідомих величин. Таким 

чином, матрична рівність (4.205) представляє лінійну систему 5j скалярних 

рівнянь щодо 5j невідомих, вирішуючи яку знаходимо стовпці )1( +nW  и )0(Z , 

а через них визначаємо ),...,2,1()( nkk =Z , а, отже, і прирости переміщень 

точок і зусиль в стержнях рами.  

 

  Приклад 5.3.   Досліджуємо рух залізобетонної двоповерхової 

двопрольотної рами (рис. 5.35), викликане горизонтальними гармонійними 

силами F1,1 з періодом Т1,1 = 5c і амплітудою =1,1F
  40 кН и F1,2 , з періодом Т1,2 

= 7,5c   і амплітудою =2,1F
  20 кН.   

Маси матеріальних точок (вантажів) тi,k = 35 Т (i = 1,3; k = 1,2). 

Вертикальні сили постійні і рівні вагам вантажів. геометричні параметри: L1 

= L2 =  h1 = h2  = 8 м. Розміри поперечних перерізів: колон –    b = 0.8 м, h = 

0.28 м, ригелей – b = 0.8 м, h = 0.5 м. армування симетричне: S1 = S2 = 8,5см2. 

Сталь марки А-III, характеристики бетону: Ε0 = 2,8∙104 МПа, Rc = 19 МПа, Rp 

= 1,9 МПа, Гc = 0.583∙10-3.  
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На першому етапі відбувається поступове збільшення маси вантажів. 

Потім протягом хвилини діють сили F1,1 і F1,2, по закінченню якої їх дія 

припиняється. В  даному  випадку  період  вільних  коливань  Т0 = 1,86с,  що  

набагато менше періоду прикладених сил. Тому можна знехтувати 

інерцііоннимі ефектами і вважати рух рами квазістатичним. Рух точок K1,1 

(зображено суцільною лінією) і K1,2 (штрихова лінія), визначаючих рух 

ригелів першого і другого поверхів, наведено на рис. 5.36 (час в секундах, 

переміщення в метрах). 

 
                                 Рис. 5.35 Розрахункова схема рами 
 

       Рис. 5.36  Графіки руху ригелів першого і другого поверхів конструкції 
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Помітно накопичення пластичних деформацій. Розглянемо тепер динамічну 

задачу, тобто будемо досліджувати рух багатопрольотної багатоповерхової 

залізобетонної рами під дією системи зосереджених змінних сил (рис. 5.30). 

Як і в п. 5.3 передбачається, що маса рами зосереджена в системі 

матеріальних точок, а змінні сили – Fk,i, Рk,i (k = 1,2,…,n + 1; i = 1,2,…,j) (n – 

число прогонів рами, j - число поверхів)  прикладені до цих точок. Тепер не 

передбачається, що частоти змушуючих сил набагато менше найменшої 

частоти власних коливань конструкції. Тому необхідно врахувати виникаючі 

динамічні ефекти. 

      Як і вище будемо нехтувати поздовжніми деформаціями стержнів і 

зсувами точок стержнів уздовж їх початкових осей, викликаними 

викривленням цих осей. Тоді матеріальні точки, що знаходяться на одному 

ригелі, будуть рухатися синхронно по горизонталі як одна матеріальна точка 

(позначимо її K0, i) з сумарною масою ∑
+

=

=
1

1
,

n

k
iki mM (i – номер етажу, mk,I – маса 

точки Kk,i). Складаючи систему основних рівнянь динаміки для точок K0,i (i = 

1,2,3,..,j), отримаємо 

                            ).,...,2,1(ˆˆˆˆˆ
,, jiM iViHiiii =∆+∆+∆+∆=∆ RRPFa                  (5.55) 
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 ( ikH ,,
ˆ R∆  и ikV ,,

ˆ R∆  ̶ горизонтальна і вертикальна складові реакції рами, що діє 

на точку Kk,i ). 

Проектуючи (5.55) на вісь x глобальної системи координат, отримаємо 
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На підставі методу лінійних прискорень [93] маємо 

                                        ])ˆ(
2
1ˆˆ[

)ˆ(
6ˆ 2

2 tt
t

∆−∆−∆
∆

=∆ aVva .                           (5.57) 

       Знайдемо залежність між HR∆̂  і v∆̂ . Для цього, використовуючи 

алгоритм, викладений в п. 4.04, визначаємо матрицю Y, стовпцями якої є 

вектори-стовпці приростів переміщень точок K0,i (i = 1,2,3,..,j), викликані 

дією одиничного збільшення горизонтальної сили, прикладеного до точки 

K0,k (k = 1,2,3,..,j). Очевидно, для вектора-стовпця statF∆̂  довільних збільшень 

сумарних горизонтальних сил, що діють на K0,i (i = 1,2,3,..,j), матимемо  

                                                            ,ˆˆ
statFYv ∆=∆                                        (5.58) 

а отже, 

                                                        HRYv ∆−=∆ ˆˆ .                                          (5.59) 

Підставляючи (5.59) в (5.58), а потім (5.58) в (5.57), отримуємо 

                    }ˆ]
2

)ˆ(ˆ[
)ˆ(

6{]
)ˆ(

6[ˆ
2

2

1

2
FaVMMYIR ∆+

∆
+∆

∆∆
+−=∆ − tt

tt
.          (5.60) 

визначивши R∆̂ , знаходимо з (5.59) і (5.57) v∆̂  і a∆̂ , а потім з формул  

                 2))(
3
1(

2
1,)

2
1(,ˆ1 ttt ∆∆++∆=∆∆∆+=∆∆

θ
=∆ aaVvaaVaa        (5.61) 

визначаємо прирости прискорень, швидкостей і переміщень матеріальних 

точок, що відповідають даному проміжку часу. Завершується крок 

обчисленням нових значень прискорень, 

швидкостей і перемещен 

    vvvVVVaaa ∆+=∆+=∆+= новновнов ,, .    (5.62) 

    Приклад 5.4. Досліджуються коливання    

двоповерхової двопрольотної залізобетонної рами 

(рис. 5.35), викликане імпульсним (ударним)  

впливом. Геометричні параметри, клас бетону і  

армування такі ж як і в попередньому прикладі. 

Рис 5.37 Графік впливу     При   t = 0  на  зосереджену  масу K1,2   впливає  ім- 
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 пульс, графік якого наведено на рис. 5.37 (F1,2 в кН, t в сек). Після закінчення 

дії імпульса, тривалість якого     дорівнює 2 с, рама з грузамі здійснює вільні 

коливання. 

           Графіки руху вантажів K1,1 (суцільна лінія) і K1,2 (штрихова лінія) 

представлені на рис. 4.74. Помітно загасання коливань і поява залишкових 

деформацій, в результаті чого при загасання коливань осі колон залишаються 

зігнутими. 

 
Рис. 5.38 Графіки руху ригелів першого і другого поверхів конструкції       

 

   Отже, у цьому параграфі проведено побудову алгоритму, заснованому 

на методі граничних елементів, для дослідження динаміки багатоповерхових 

багатопрольотних каркасних споруд. 

Зміст даного розділу опубліковано в роботах [237-244]. 

 

5.4  Висновки за розділом 5 

 1. На основі побудованих диференціальних рівнянь плоского згину 

залізобетонних балок при складному навантаженні побудований варіант 

методу граничних елементів для квазістатичних і динамічних розрахунків 

залізобетонних балок і рам з урахуванням фізичної нелінійності і 
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пластичності матеріалів. На основі побудованого методу проведено 

дослідження ряду квазістатичних і динамічних задач (включаючи 

дослідження динамічної стійкості) для одновимірної моделі багатоповерхової 

залізобетонної каркасної будівлі. 

2. Побудовано варіант методу граничних елементів, для дослідження 

динаміки багатопрольотних каркасних споруд. За допомогою алгоритму 

цього методу вирішено ряд квазістатичних і динамічних задач для таких 

споруд при дії на них гармонійних сил, ударних і сейсмічних впливів. 

Проведено прямий динамічний розрахунок причалу №19 Ізмаїльського 

морського торгового порту на сейсмічну дію, заданої у вигляді 

акселерограми. 

3. Побудовано варіант методу граничних елементів, для дослідження 

динаміки багатоповерхових багатопрольотних каркасних споруд. За 

допомогою алгоритму цього методу вирішено ряд квазістатичних і 

динамічних задач для таких споруд. 
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РОЗДІЛ 6 

ПРОСТОРОВІ ДИНАМІЧНІ ЗАДАЧІ ДЛЯ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ 

КАРКАСНИХ БУДІВЕЛЬ З УРАХУВАННЯМ ГЕОМЕТРИЧНОЇ 

НЕЛІНІЙНОСТІ КОНСТРУКЦІЇ І ФІЗИЧНОЇ НЕЛІНІЙНОСТІ І 

ПЛАСТИЧНОСТІ МАТЕРІАЛІВ 

(метод граничнх елементів)  

 

6.1 Побудова диференціальних рівнянь просторового згину 

залізобетонної балки 

Як уже зазначалося, прямий динамічний розрахунок просторових 

рамних залізобетонних конструкцій з урахуванням нелінійної роботи і 

пластичних властивостей матеріалів на дінамічні (зокрема, сейсмічні) впливи 

є складним завданням. У багатьох країнах розроблені програмні комплекси з 

нелінійного динамічного розрахунку конструкцій. Всі ці комплекси засновані 

на методі скінченних елементів. 

У ряді статей А.В. Гришина, С.Ф. Клованича [51-58, 94-96] досліджені 

статичні і динамічні задачі для масивних залізобетонних споруд з 

урахуванням нелінійно-пружних і пластичних властивостей бетону на основі 

МСЕ. 

Порядок системи розрішуючих рівнянь методу скінченних елементів 

дуже високий, особливо у випадках обліку нелінійних і пластичних 

властивостей матеріалів, що вимагає розбиття елементів залізобетонних рам 

на велику кількість дрібних скінченних елементів в зв'язку з тим, що 

деформаційні властивості бетону різні в стиснутій і розтягнутої зонах, а 

також від того, чи знаходиться даний елементарний об'єм у стадії 

навантаження або розвантаження. Тому доводиться вдаватися до 

використання альтернативних методів, наприклад, методу граничних 

елементів, для застосування якого необхідна наявність диференціальних 

рівнянь згину. 
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Розглянемо рівновагу ділянки балки постійного прямокутного 

поперечного перерізу, підданої дії силових факторів, прикладених до 

поперечного перерізу на початку ділянки (F і М - їх головний вектор і 

головний момент). Виберемо в недеформованому стані балки систему 

координат так, як показано на рис.6.1, причому вісь х1 направимо вздовж осі 

балки (тобто через центри тяжкості поперечних перерізів), а осі х2 і х3 - 

уздовж головних центральних осей інерції поперечного перерізу. У 

поперечному перерізі Π0 побудуємо ортогональний базис  

)3,2,1(0 =kke ,вектора якого паралельні осям хk (k = 1,2,3). У деформованому 

стані вектора цього базису позначені як )3,2,1( =kke , осі, з ними пов'язані, як 

уk (k = 1,2,3). Зауважимо, що точка K з координатами хk (k = 1,2,3) до 

деформації після деформації має координати   ,11 uy = ,222 uxy +=  

321333 ,,( uuuuxy += - переміщення точки в системі координат уk ,  k = 1,2,3).  

  

                                                                                         
Рис. 6.1  Системи координат для дослідження просторового згину     

 

В [82] наведені формули для компонентів тензора деформацій: 
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                       (6.1)                              

Тут )3,2,1( =ω ii  − компоненти вектора кутової швидкості повороту базису   

ie )3,2,1( =i  при русі центру перерізу С уздовж зігнутої осі балки з 

одиничною швидкістю,  ),3,2(, =
∂
∂

= j
x
uu

j

i
ji   

s
uu i

i ∂
∂

=1,  −s(  дугова 

координата точки С. Для орієнтації базису )3,2,1( =iei  відносно нерухомого 

базису 0
ie  ( i = 1,2,3) обрані кути Крилова. Розкладемо вектори )3,2,1( =iei  

по векторах базису )3,2,1(0 =jje : 
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j
ij
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ji ee                                        (6.2) 

звідки випливає, що     

                              ).3,2,1,(,
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1

0 =α=ββ= ∑
=

jijiij
j

iji jee                               (6.3) 

В [30] наведені вирази для параметрів ijα  і )3,2,1,( =ω jii  через кути Крилова  

θi,ψφ : 

      

ψθ−φ=ωφψ+φψθ=ωφψ−ψφθ=ω

θψ=αθφ−θψφ=α

θφ+θψφ=αθψ=α

θφ+θψφ=αθφ−θψφ=α

ψ−=αψφ=αψφ=α

sin,cossincos,sincoscos

,coscos,sincoscossinsin
,sinsincossincos,sincos

,coscossinsinsin,cossinsinsincos
,sin,cossin,coscos

321

3,32,3

1,33,2

2,21,2

3,12,11,1



       (6.4) 

(диференціювання за часом і за дуговою координатою s збігаються ). 

Відповідно до асоційованого закону пластичної течії [78,79,94-96] 

приріст пластичної деформації може бути представлено в наступному 

вигляді: 

                                                  
][

)],([][
σ∂

χσΦ∂
ϑ=ε pd ,                                                        
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де Φ − функція навантаження: 

                                      )(])([)],([ χ+σΦ=χσΦ hl ,                                  

])([σΦ l − функція, яка визначає граничну поверхню, h(χ) і χ − функція і 

параметр зміцнення, [σ] − вектор напружень, тобто вектор з елементами [σ]1 

= σ1,1, [σ]2= σ2,2, [σ]3 = σ3,3, [σ]4 = σ1,2, [σ]5 = σ1,3, [σ]6= σ2,3.                                                

Представимо приріст можливої роботи напружень на пластичних 

деформаціях наступним чином: 

                                                   0,00,0 pp γ∂τ+ε∂σ=χ∂    

( 0,pε∂  и 0,pγ∂ − прирости об'ємних пластичних деформацій і пластичних 

деформацій октаедричного зсуву). Приймемо в якості функції зміцнення 

наступну функцію: 

                                                    )])(([)( χσΦ−=χ lh .                                                     

Нехай гранична поверхня описується функцією [41] 

           +σσ+σσ+σσ−σ+σ+σ=σΦ )(])([ 1,13,33,32,22,21,1
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2,13,32,21,1 pcpc RRRR −σ+σ+σ+σ+σ+σ−+   

Діючи далі аналогічно [78,96], приходимо до наступного співвідношення: 

                                            ][][ ε=σ dd epD .                                                (6.5) 
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матриця узагальненого закону Гука для лінійно пружного матеріалу, [ε] - 

вектор деформацій, тобто вектор з елементами [ε]1 = ε1,1, [ε]2= ε2,2, [ε]3 = ε3,3, 

[ε]4 = ε1,2, [ε]5 = ε1,3, [ε]6 = ε2,3. 

Введемо позначення: 
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rff
r
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                       (6.6) 

для будь-якої функції ),...,,( 621 ξξξrf . 

 З (6.4) неважко отримати:    
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(інші величини з множини                                                               )1()( riω  

(i=1,2,3; r = 1,2,…,6) дорівнюють нулю).  

Представимо прирости переміщень un (n = 1,2,3) в наступному вигляді: 
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=

−
−=

2

0

2
322,,

p

pp
ppnn xxau .                  

Дамо кожному елементу ;3,2,1(2,, =− na ppn )2,1,0=p  порядковий номер j = 

3(n−1) + p + 1 і введемо аналогічно (6.6) позначення 

                                        ).9,...,2,1()2( =
∂
∂

= j
a
ff

j
j                                    (6.8) 

Тоді 

      ∑∑∑
===

===
9

1

)2(
3,3,

9

1

)2(
2,2,

9

1

)2( )(,)(,)(
j

jjnn
j

jjnn
j

jjnn daududaududaudu ,                

де  1
32

)2(
3,3

1
2

)2(
2,32

)2( )(,)(,)( −− === qp
jn

qp
jn

qp
jn qxxuxpxuxxu .      

 З (6.1) знаходимо: 

    

( ) .,2/,
,2/])([
,2/])([

,)()(

3,3331,33,2232,222

1,33,121211221213

1,22,113313313112

1,1322322332311

duddududdud
dududududuxdud
dududuxdududud
duduxduduxdud

=ε+=ε=ε

++ω−ω−ω++ω=ε

++ω+−ω−ω+ω=ε

+ω+−ω−ω++ω=ε

        (6.9) 

З використанням позначень (6.6) і (6.8) можна записати, що  

             )6,...,2,1()]([)]([][
9

1

)2(
6

1

)1( =ε+ξε=ε ∑∑
==

mdadd
j

jjm
r

rrmm .             (6.10) 
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Тут )9,...,2,1(
][

)]([),6,...,2,1(
][

)]([ )2()1( =
∂
ε∂

=ε=
ξ∂
ε∂

=ε j
a

r
j

m
jm

r

m
rm .  

Вырази для  )1()]([ rmε  і )9,...,2,1;6,...,2,1,()]([ )2( ==ε jrmjm  через 

ruuuxx ξ,,,,, 32121  )6,...,2,1( =r  можуть бути отримані з (6.1) :  
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           (6.11) 

З (6.5) отримуємо: 

       
).9,...,2,1;6,...,2,1,()]([)]([
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    (6.12) 

Таким же чином можна отримати розклади і для проекцій приростів 

поперечних сил )3,2,1( =idQi і згинальних моментів )3,2,1( =idM i : 

                     
),3,2,1()()(:
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                  (6.13)  

 де   
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  Аналогічні формули можуть бути записані і для )2()( jiM і )2()( jiQ (j = 

1,2,…, 9). 

Граничні умови на гранях балки:  

     2/,6,5,3 приі2/,6,4,2 при0][ 32 bxmhxmd m ±==±===σ       (6.14) 

(b і h – розміри поперечного перерізу балки).  

Статичну гіпотезу Кирхгофа можна записати у вигляді наближених 

рівностей: 

                                     0][][][ 632 =σ=σ=σ ddd .                                  (6.15) 

З (6.13) і (6.14) випливає, що при застосуванні методу найменших 

квадратів необхідно знайти такі значення параметрів )9,...,2,1( =jda j , при 

яких функція 
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σ+

+σ+−σ+

+σ+−σ=Ψ

               

приймає найменше значення.  

З умов рівноваги сегмента балки між лівим кінцем і поперечним 

перерізом, що розглядається, випливає, що  0=+ FQ dd , а так як  F  передба- 

чається заданим в системі координат х1х2х3, тобто  
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                                                    ∑
=

=
3

1

0

i
iidFd eF ,  

то згідно (6.3) знаходимо, що   

                                  )3,2,1(
3

1
, =β−= ∑

=
mdFdQ k

k
kmm .                              (6.16)            

Використовуючи (6.13) ці рівності можна записати так: 

                                         )3,2,1(0 ==Γ md m ,                                         (6.17) 

де k
k

km
j

jjm
r

rrmm dFdaQdQd ∑∑∑
===
β++ξ=Γ

3

1
,

9

1

)2(
6

1

)1( )()( . Таким чином, необхідно 

знайти мінімум функції при виконанні умов (6.15). Проблема умовного 

мінімуму функції зводиться до визначення мінімуму функції 

∑
=

Γδ+Ψ=
3

1m
mmddL  по змінним daj  і δm (j = 1,2,..,9 , m = 1,2,3), звідки 

випливає, що повинні виконуватися наступні рівності: 

      )3,2,1(,0),9,...,2,1(0
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.         (6.18) 

Співвідношення (6.18) дозволяють виразити прирости )9,...,2,1( =jda j  

через прирости )6,...,2,1( =ξ rd r :   

                                    ∑∑
==

+ξ=
3

1

)()2(
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1

)()1( ][][][
k

k
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r
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r dFadada .                         (6.19) 

Елементи стовпців )()1( ][ ra  і )()2( ][ ka  можуть бути визначені за 

допомогою (6.9)  ̶  (6.12). Тоді (6.13) прийме наступний вигляд: 
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Зі співвідношення  01 =×+′ QeM  [82] випливає, що 
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З (6.20) знаходимо 
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Використовуючи (6.7), (6.20) і (6.22). рівності (6.21) можна записати так: 
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Систему диференціальних рівнянь (6.23) можна представити у вигляді 

одного матричного диференціального рівняння: 

                                            0=++′+′′ UZYX ξξξ ddd                                (6.23а) 

де dξ = [dξ1, dξ2, dξ3], U = [U1, U2, U3], а X, Y і Z  − квадратні матриці 

розмірності 3×3 з елементами Xij, Yij і Zij (i,j = 1,2,3) відповідно. 

З умов рівноваги відрізка балки маємо 
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                           )3,2,1(0)( , ==++ idMdMdM ioii F . 

Тут )( FdM i − моменти приросту сили F відносно осей уi (i = 1,2,3), 

iodM , − проекції dMo  на ці осі.  

При s = 0 ці рівності будуть виглядати так:  

     )3,2,1(0)0()0( ,

3

1
,

3

1
,

3

1
3, ==++ξ+ξ′ ∑∑∑

===
+ idMdFWdVdV io

k
kkir

r
rir

r
ri ,      (6.24) 

де )6,...,2,1;3,2,1,()0()(),0()( )4(
,

)3(
, ==== rkiMWMV kikiriri .  

Ці рівності являють собою частину початкових умов для рівнянь (6.22). 

Решта початкових умов визначається з умов закріплення лівого кінця балки. 

Рівність (6.23) являє собою систему диференціальних рівнянь для 

знаходження приростів кутів Крилова, що визначають зміну орієнтації 

репера 321 ,, еее відносно осей х1,х2,х3, викликаних приростами сили F і 

моменту Мо. В результаті рішення системи рівнянь (6.23) визначаються 

φψ dd ,  и θd  к функції s. Додаючи їх до знайденим значенням кутів Крилова 

на попередньому кроці, отримуємо нові значення цих кутів, а потім, 

проектуючи вектор  re ′=τ=1  на осі хi (i = 1,2,3), отримуємо рівняння 

                                           )3,2,1(,1, =α=′ ix iiC ,                                      (6.25)         

що визначають координати точок зігнутої осі балки.  

 

Приклад 6.1. Розглянемо квазістатичний згин жорсткозащемленої 

залізобетонної колони прямокутного перерізу 0,4 м ×0,6 м (рис. 6.2) і 

довжиною 10 м, викликаний дією сил  

                             t
T

tF
2

2
2sin4)( π

=  (кН), t
T

tF
3

3
2sin3)( π

=  (кН)  

(t в секундах, Т2 = 10 с, Т3 = 15 с), а також постійної поздовжньої стискаючої 

сили F1 = 100 кН. Армування ─ дванадцять стержнів діаметром 10 мм (рис. 

6.3), матеріал ─ сталь марки А-III. Характеристики бетону: Ε0 = 2,8∙104 МПа, 

Rc = 19 МПа, Rp = 1,9 МПа.  На рис. 6.4 представлені графіки зміни 

координат x2 і х3 центру верхнього перерізу колони з плином часу (1 ̶ для 
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координати х2, 2  ̶  для х3, переміщення в метрах, час у секундах). Помітно 

накопичення залишкових деформацій. 

 

 
Рис. 6.2 Схема завантаження колони.   Рис. 6.3  Поперечний переріз 

 

   

Рис. 6.4  Графіки зміни координат x2 (1) і х3 (2) центру верхнього перерізу 

колони 

У цьому параграфі побудовано систему диференціалних рівнянь (6.23) 

просторового згину елементів залізобетонних каркасних споруд з 
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урахуванням нелінійних деформативних властивостей і пластичності 

матеріалів і геометричної нелінійності конструкції. 

 

6.2 Побудова методу вирішення нелінійних пружнопластичних 

квазістатичних задач просторового згину моделей зазізобетонних 

каркасних споруд на основі  методу граничних елементів 

Оскільки для залізобетонних балок кути φ, ψ, θ, а також ψ′φ′,  і θ′  малі, 

то можна прийняти, що ,sin,1coscos φ=φ=ψ=φ  ψ=ψsin . Крім того, можна  

знехтувати добутками малих величин. Тоді формули (6.4) приймуть 

наступний вигляд: 

                          
.1,,,

,1,,,,1

3,32,31,33,2

2,21,23,12,11,1

=αθ−=αψ=αθ=α

=αφ−=αψ−=αφ=α=α
                        (6.26)  

Тут  )3,2,1,(, =α jiji  − направляючі косинуси ортів осей y1,y2,y3  в системі 

координат х1,х2,х3. З рівностей (6.25) і (6.26) випливає, що 

                                          ψ−=′φ=′ dxddxd CC 3,2, , .                                  (6.27) 

Тоді рівняння (6.23) і граничні умови (6.24) можуть бути представлені так: 
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k
kkiiCiCii

CiCiiCiCi

    (6.28) 

         
).3,2,1(0)0(

)0()0()0()0()0(
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1
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==++θ′+
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∑
=

idMdFWdV

xdVxdVdVxdVxdV

i
k

kkii

CiCiiCiCi

        (6.29) 

Введемо позначення: 

           
).0(),0(),0(),0(

),0(),0(),0(),0(

873,63,5

3,42,32,22,1

θ′=θ=′′=′=

=′′=′==

dydyxdyxdy
dxyxdyxdydxy

CC

CCCC             (6.30) 

нехай )(, sz kj )8,...,2,1;3,2,1( == kj  − фундаментальна система розв'язків 

задачі Коші для однорідної системи диференціальних рівнянь, що відповідає 

системі (6.28), тобто  
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                           )()( 2,,1 sdxsz Ck = , )()( 3,,2 sdxsz Ck = , )()(,3 sdsz k θ=   

 )8,...,2,1( =k  при виконанні наступних умов: 

                                           )8,...,2,1(, =δ= jy kjj                                        

( kj ,δ  − символ Кронекера). позначимо через )3,2,1,()(,, =mjsz mjч  − множину 

частинних рішень )(),(),( 3,,2,, ssdxsdx чCчCч θ  системи (6.28) при нульових 

початкових умовах і при стовпці правих частин, що складається з елементів 

)3,2,1(~
, =− mU mi .  

Для наближеної побудови цих рішень розіб'ємо балку на ряд сегментів, в 

межах кожного з яких коефіцієнти )(),(),( ,,, sZsYsX jijiji  вважатимемо 

постійними і рівними ),(),( ,, mjimji sYsX  )(, mji sZ  (sm – дугова координата 

початку сегмента, m – його номер) відповідно. Застосовуючи теорію лінійних 

диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами, знаходимо рішення 

),(),( 3,2, sdxsdx СС )(sdθ  на першому сегменті при відповідних початкових 

умовах. Потім знаходимо вирішення цієї системи на другому сегменті, 

використовуючи в якості початкових умов значення функцій 

),(),( 3,2, sdxsdx СС )(sdθ  і їх похідних в кінці першого сегмента і т.д. 

Вирішуючи систему алгебраїчних рівнянь (6.29) щодо )0(),0( 2,Cxdd ′′θ′  і  

)0(3,Cxd ′′ , отримуємо:  
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                                                                                                                           (6.31) 

Рішення однорідної системи, що відповідає системі (6.28) (в 

подальшому для стислості будемо називати її однорідною системою (6.28)), а 
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також їх похідні можуть бути виражені через фундаментальні рішення задачі 

Коші наступним чином: 
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      (6.32) 

Для знаходження )(sdM i и )3,2,1()( =isdQi  використовуємо формули 

(6.20): 
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       (6.33) 

Використовуючи (6.27), формули (6.33) можна записати так: 
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  Для кожного зі стержнів рами має місце рівність: 

                                       )()()( sss чодн dwdwdw += .                                (6.35) 

Тут  )(sоднdw  −  вектор  з  елементами    

      
),()(),()(

),()(),()(),()(
),()(),()(),()(

8,7,

3,6,3,5,3,4,

2,3,2,2,2,1,

sdsdwsdsdw
sxdsdwsxdsdwsdxsdw
sxdsdwsxdsdwsdxsdw

однодн

CоднCоднCодн

CоднCоднCодн

θ′=θ=

′′=′==

′′=′==

     (6.36) 

отриманими з рішення однорідної системи (6.28), а )(sчdw − вектор з тими ж 

елементами, знайденими в результаті рішення неоднорідної системи (6.31) 
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при нульових початкових умовах. Зі структури правій частині системи 

випливає, що )(sчdw  може бути представлено таким чином: 

                             )8,...,2,1()(
3

1
,,, == ∑

=
jdFszdw

m
mmjчjч ,                          (6.37) 

де )(,, sz mjч  − рішення системи (6.28) з правою частиною ;8,...,2,1()(~
, =jsU mj  

)3,2,1=m . 

Рівності (6.35) можна записати в матричному вигляді: 

                                        )0()()( dwAdw ssодн = ,                                      (6.38)                                                

де 

        
).8,...,2,1()(),(),(),(

),(),(),(),(

,1,8,3,7,2,6,2,5

,2,4,1,3,1,2,1,1

=′==′′=′=

=′′=′==

jszAszAszAszA

szAszAszAszA

jjjjjjjj

jjjjjjjj      (6.39) 

Таким чином,  )(sdw  представляється в наступному вигляді: 

                                   )()0()()( sss чdwdwAdw += .                                 (6.40) 

Побудувавши матрицю A(s) і вектор  dwч(s) для кожного елемента рами 

і використовуючи далі загальну схему методу граничних елементів, можна 

отримати прирости лінійних і кутових переміщень довільного перерізу будь-

якого елементу рами при статичних навантаженнях.  

Приклад 6.2. Квазістатична задача просторового згину моделі 

двоповерхової залізобетонної каркасної будівлі. Двоступенева 

залізобетонна колона знаходиться під дією двох горизонтальних сил  

),()(),()( 2
)2(

23
)1(

3 tAftFtAftF ==  
j

j
j T

Tt
tf

)4/(2
sin1)(

−π
+=  )3,2( =j , А = 9,25 кН,  

Т2 = 10 с,  Т3 = 15 с і сил тяжіння двох вантажів М1 і М2, маси яких =1т  

Тт 602 = .  Довжини  ділянок  колони  l1 =  l2 = 5 м.  Поперечні  перерізи  

ділянок  колони представляють собою квадрати зі сторонами  0,5 м  и 0,4 м. 

Армування ─ дванадцять стержнів діаметром 10 мм, розташованих 

симетрично як щодо осі х2, так и щодо осі х3, матеріал ─ сталь марки А-III. 

Характеристики бетону: Ε0 = 2,8∙104 МПа, Rc = 19 МПа, Rp = 1,9 МПа. Графік 

функції fj (t) представлений на рис. 6.6. 
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Рис. 6.5 Схема завантаження колони        Рис. 6.6 Графік функції fj (t) 

  

Періоди функцій fj (t) (j = 2,3) досить великі для того, щоб знехтувати 

інерційними ефектами в конструкції і тому задача визначення деформацій 

відноситься до числа квазістатичних. Використовуючи алгоритм, викладений 

вище, для кожного з ділянок колони і з урахуваннм умови їх сполучення, 

будуємо графіки зміни координат х2 і х3 центру верхнього перерізу колони. 

Ці графіки наведені на рис. 6.7. Помітно накопичення залишкових 

деформацій. 

 
Рис. 6.7 Графіки зміни координат х2 і х3 центру верхнього перерізу колони 
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Отже, у цьому параграфі проведено побудову алгоритму вирішення 

нелінійних квазістатичних задач просторового згину моделей зазізобетонних 

каркасних споруд, заснованого  на методі граничних елементів, з 

урахуванням пластичності матеріалів. Застосуванняя методу 

продемонстровано на конкретному прикладі. 

 

6.3. Побудова методу вирішення нелінійних просторових 

пружнопластичних динамічних задач для моделей зазізобетонних 

каркасних споруд на основі методу граничних елементів  

При вирішенні динамічних задач використовується алгоритм методу 

лінійних прискорень Ньюмарка. Складається система основних рівнянь 

динаміки для зосереджених мас 

                                                      RFaM ∆+∆=∆ ˆˆˆ .                                         (6.41) 

( М ─ діагональна матриця мас точок, a∆̂  ─  вектор - стовпець приростів   

прискорень, F∆̂  і R∆̂  ─ вектори приростів змушуючих сил і реакцій   

конструкції). На підставі методу лінійних прискорень  

   

                                      ])ˆ(
2
1ˆˆ[

)ˆ(
6ˆ 2

2 tt
t

∆−∆−∆
∆

=∆ aVva .                             (6.42) 

 

Тут t∆̂  ̶ приріст часу, причому відповідно до модифікації Вільсона t∆̂ = t∆θ  (θ 

> 1 ─ скалярный множник, Δt ─ часовий крок), v∆̂ ─ вектор приростів 

переміщень точок, V і a ─ вектори-стовпці їх швидкостей і прискорень, 

визначені на попередньому кроці.  

      Використовуючи алгоритм, викладений в п.6.2, будується матриця, 

стовпцями якої є вектори-стовпці приростів переміщень точок, викликані 

векторами приростів навантажень ΔFk (k = 1,2,…,n), k – й елемент кожного з 

яких дорівнює одиниці, а інші нулю). Тоді 
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                                                          RYv ∆−=∆ ˆˆ .                                           (6.43) 

 

Результатом підстановки (6.43) в (6.42), а потім (6.42) в (6.41), з’являеться 

рівність 

                    }ˆ]
2
)ˆ(ˆ[

)ˆ(
6{]

)ˆ(
6[ˆ

2

2
1

2 FaVMMYIR ∆+
∆

+∆
∆∆

+−=∆ − tt
tt

.            (6.44) 

Далі з (6.43) і (6.42) визначаються v∆̂  і a∆̂ , а потім з формул 

                  2))(
3
1(

2
1,)

2
1(,ˆ1 ttt ∆∆++∆=∆∆∆+=∆∆

θ
=∆ aaVvaaVaa          (6.45) 

визначаються вектори-стовпці приростів прискорень, швидкостей і 

переміщень матеріальних точок, що відповідають проміжку часу t∆ . 

Завершується крок обчисленням нових значень прискорень, швидкостей і 

переміщень вантажів: 

                              vvvVVVaaa ∆+=∆+=∆+= новновнов ,, .                       (6.46) 

 

Приклад 6.3 Просторова нелінійна динамічна задача для 

одновимірної моделі залізобетонної каркасної будівлі 

 На   вершині   жорсткозащемленої   залізобетонної   колони   перерізу   

 0,4 м ×0,4 м (рис. 5.5) і довжиною 8 м, прикріплений вантаж масою m = 40Т.  

Визначити рух вантажу, викликаний дією сил t
T

tF
2

2
2sin10)( π

=  (кН)  і  

t
T

tF
3

3
2sin5)( π

=  (кН) (t в  секундах, Т2 = 1 с, Т3 = 1,5 с). Характеристики 

бетону і арматури такі ж, як і в прикладі 6.2. На рис. 6.8 представлені графіки 

зміни координат x2  і  х3 вантажу з течією часу (1 - для координати х2, 2 - для 

х3, переміщення в метрах, час у секундах). Розмах коливань уздовж осі х3 

істотно більше, ніж уздовж осі х2, так як Т3 ближче до періоду вільних 

коливань Т0 = 2, 1 с. Помітно накопичення залишкових деформацій. 
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Рис. 6.8 Графіки коливань вантажу на залізобетонній колоні 

 

У цьому параграфі проведена побудова алгоритму методу вирішення 

нелінійних просторових пружнопластичних динамічних задач для моделей 

зазізобетонних каркасних споруд, заснованого  на методі граничних 

елементів. 

 

6.4 Дослідження просторової нелінійної пружнопластичної 

квазістатичної задачі для залізобетонної рами 

Рама складається з трьох залізобетонних стержнів 1, 2 і 3 (рис. 6.9, 

номера стержнів представлені в круглих дужках) постійного прямокутного 

перерізу, стержні 1 і 3 жорстко затиснені в точках А і В. 

На кожному з стержнів обрана локальна система координат )(
3

)(
2

)(
1 ,, iii xxx  

( i  −  номер стержня).  На кресленні показана також глобальна система 

координат   321 ,, xxx .   До вузлів 1 і 2 (номери вузлів показані в квадратних 

дужках)   прикладені  сили   Р[1]  і  Р[2].   На   кресленні   представлені   також 

складові опорних реакцій RA и RB в глобальній системі координат. Таким же 

чином спрямовані складові частини опорних моментів МА і МВ. Довжини 

стержнів дорівнюють  21, ll  і  l3 (відповідно до номерами стержнів, 31 ll = ). 
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Рис. 6.9 Розрахункова схема конструкції 

 

Система диференціальних рівнянь просторового згину залізобетонної 

балки в приростах локальних координат центру поперечного перерізу з 

урахуванням фізичної та геометричної нелінійностей і пластичності бетону 

має наступний вигляд: 
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     (6.47) 

а граничні умови - такий:        

          
).3,2,1(0)0(

)0()0()0()0()0(

,0

3

1
,6,

3,5,2,4,3,3,2,2,1,

==++θ′+

+′′−′′+θ+′−′

∑
=

idMdFWdV

xdVxdVdVxdVxdV

i
k

kkii

CiCiiCiCi

       (6.48) 

( штрих   означає   похідну   по   дуговій  координаті  s,  idF   і  iodM ,   −  

складові   приросту   головного   вектору   Fd    и   головного   моменту   odM  

зовнішніх сил, прикладених до лівого кінця балки). Запишемо (6.48) 

наступним чином: 
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                                            оdddd MFWCB −−=η′+η .                                 (6.49)  
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З (6.49) отримуємо 

                                         FGMED dddd o ++η=η′ ,                                     (6.50)  

де WСGСEBСD 111 ,, −−− −=−=−= . 

  Введемо вектор )(sdw  з  елементами   
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                 (6.51) 

Тоді (6.50) запишеться так: 

                                        FGMEwDw dddd o
~~)0(~~)0( ++= ,                             (6.52) 

де )0(~wd − вектор )0(wd , у якого 0)9,8,7,6(,0)0( === jdw j , 
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Зауважимо, що для стержня 1 Add RF = , Ao dd MM =  і для нього 

рівність (6.52) виглядає так:                                                 

                                         AA dddd RGMEwDw ~~)0(~~)0( ++= .                          (6.54) 

На  підставі  алгоритму,  запропонованого  в  п. 3, для кожного стержня може 
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бути побудована матриця )(sA  і вектор )(sчdw , через які визначається вектор 

)(sdw : 

                                            )()0()()( sddssd чwwAw += ,                               (6.55) 

де  

          
).8,...,2,1()(),(),(),(

),(),(),(),(

,1,8,3,7,2,6,2,5

,2,4,1,3,1,2,1,1

=′==′′=′=

=′′=′==

jszAszAszAszA

szAszAszAszA

jjjjjjjj

jjjjjjjj  

( )3,2,1()(, =ksz jk − фундаментальні рішення задачі Коші для системи 

диференціальних рівнянь(1)), А9,9 = 1, інші елементи дев'ятого рядка і 

дев'ятого стовпця матриці А дорівнюють нулю, а )()1( sd чw  визначається за 

формулою                      

                                                    FSw dssd ч )()( = ,                                         (6.56)    

)(sS − матриця з елементами )3,2,1;8,...,2,1()(,, == mjsz mjч , інші елементи 

матриці S(s) дорівнюють нулю. Для стержня 1 

                                                  Aч dssd RSw )()( )1()1( = .                                     (6.57) 

Враховуючи, що для стержня 1 =′==′== )0()0()0()0()0( 33221 xddxxddxdx  

0)0( =θ= d (тобто )0(~ )1(wd = 0), з (6.54) знаходимо 

                                     ARAM ddd RwMww )0()0()0( 11)1( )()( += ,                         (6.58) 

де )1(1)1(1 ~~)0(,~)0( GwEw == )()(
RM .  

З (6.55) - (6.58) випливає, що 

                            ARAM dsdssd RwMww )()()( )1()1()1( += .                         (6.59) 

Тут )(~)()(,~)()( )1()1()1(1)1()1(1 sssss RM SGAwEAw +== )()( . При   s  =  l1  відповідно 

до (6.51) отримуємо значення ),(),(),(),( 13121212 ldxlxdlxdldx ′′′  ),(),( 1313 lxdlxd ′′′  

),( 1ldθ )( 1ldθ′ . Для знаходження )(sdM i  і )3,2,1()( =isdQi  використовуємо 

формули (6.34)  
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)60.6()()()~()()()~()()()~()(

,)()
~~()()()~()()()~()()()~(

)()()~()()()~()()()~()(

33221

3

1
63524

33221

+θ+′−′=

+θ′+′′−′′+

+θ+′−′=

∑
=

sdsQsxdsQsxdsQsdQ

dFsMsdsMsxdsMsxdsM

sdsMsxdsMsxdsMsdM

iiii

m
mmiiii

iiii

 

    ∑
=

+θ′+′′−′′+
3

1
63524 )()

~~()()()~()()()~()()()~(
m

mmiiii dFsQsdsQsxdsQsxdsQ        

( ),3,2,1( =i тут введені позначення ,)()~(,)()~( )3()3(
riririri QQMM ==  

,)()
~~( )4(

riri MM =  ))()
~~( )4(

riri QQ = .  

Формули (6.60) можуть бути записані так: 

                                         
.)(

~~)()(~)(

,)(
~~)()(~)(

FQwQQ

FMwMM

dssdssd

dssdssd

+=

+=
                             (6.61) 

Тут 
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Аналогічний вигляд мають матриці )(~ sQ  и )(
~~ sQ . Для  стержня 1  отримуємо  

     
,)](

~~)()(~[)()(~)(

,)](
~~)()(~[)()(~)(
)1(1)1(1)1()1(

)1(1)1(1)1()1(

ARAM

ARAM

dsssdsssd

dsssdsssd

RQwQMwQQ

RMwMMwMM

++=

++=

)()(

)()(
                 

що можна записати так 

                        
,)()()(

,)()()(
)1()1()1(

)1()1()1(

ARAM

ARAM

dsdssd
dsdssd

RQMQQ
RMMMM

+=

+=
                        (6.62) 

де  

                 
).(

~~)()(~)(),()(~)(

),(
~~)()(~)(),()(~)(

)1()1()1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1()1()1(

sssssss

sssssss

RRMM

RRMM

QwQQwQQ

MwMMwMM

+==

+==
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Будемо вважати, що навантаження, що діють на раму, змінюються 

досить повільно для того, щоб можна було вважати процес руху рами 

квазістатичним. Розглянемо частину рами, що знаходиться лівіше лівого 

кінця стержня 2 (рис. 6.10).  

 
Рис. 6.10 Зусилля, що діють на стержень 1 

 

Тут )2()2( і оdd MF − головний вектор і головний момент сил, показаних 

на кресленні. Визначимо проекції )2()2( и оdd MF  на осі )3,2,1()2( =ixi : 

          
.,,

,,,

12,3,
]1[
3,1,

)2,2(
2,13,2,

)2,2(
1,

]1[
33,

]1[
3

]1[
11,

)2,2(
2

]1[
22,

)2,2(
1

ldRdMdMdMdMldRdMdM

dPdRdFdPdRdFdPdRdF

AAoAoAAo

AAA

−==−−=

+=+=−−=
   

Ці рівності можна записати так: 

                                                 
,

,
]1[]1[)2(

]1[]1[]1[)2(

AAo

A

ddd

ddd

RLMKM

PKRKF

+=

+=
                          (6.63) 

причому  
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Для залізобетонних конструкцій кути Крилова дуже малі, тому можна 

вважати, що в локальній системі координат кут θ є кутом повороту навколо 
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осі х1, ψ - навколо осі х2, φ - навколо осі х3. Зауважимо, що напрямки осей 
)2(

2x і )1(
1x , а також  осей  )2(

3x  і )1(
3x  збігаються, в той час як напрямки осей )2(

1x  

і )1(
2x  прямо протилежні. Звідси слідує що  

                                      
).()0(

),()0(),()0(

1
)1()2(

1
)1()2(

1
)1()2(

ldd

lddldd

ψ−=θ

θ=ψφ=φ
                       

З цих співвідношень і з того, що ψ−=′φ=′ dxddxd CC 3,2, , , отримуємо 
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)2(
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1

ldwldxdxdw

ldwldxldddw

ldwldddxdw

ldwldxldddxdw

ldwldxdxdw

ldwldxdxdw

−=−==

=′=ψ−=θ=

−=θ−=ψ−=′=

=′=φ=φ=′=

===

===

     (6.64)  

Величини )0(),0(),0( )2(
8

)2(
7

)2(
6 dwdwdw  залишаються поки невизначеними. 

Запишемо співвідношення (6.64) в матричному вигляді  

                                                )()0(~
1

)1(]1[)2( ldd wTw = ,                                    (6.65) 

де 
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−
=
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000010000
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]1[T  . 

Скористаємося співвідношенням (6.52) для стержня 2 

                           )2()2()2()2( )0(~)0(~)0(~)0(~)0( FGMEwDw dddd o ++= .  

Використовуючи (6.63),(6.65) і (6.59) при s = l1, отримуємо 

                          ]1[)2( )0()0()0()0( PwRwMww dddd PARAM
( 2)( 2)( 2) ++= .          (6.66) 
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Тут 
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l

l

 

З (6.55) і (6.56) знаходимо  

                                )2()2()2()2()2( )()0()()( FSwAw dsdssd += . 

З урахуванням (6.66) і (6.63) приводимо цю рівність до наступного вигляду: 

                         ]1[)2( )()()()( PwRwMww dsdsdssd PARAM
( 2)( 2)( 2) ++= ,            (6.67) 

де 
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З формул (6.51) для стержня 2 випливає   

                       ]1[)2()2()2()2( )()()()( PMRMMMM dsdsdssd PARAM ++= .         (6.68) 

В формулі (6.68): 
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Аналогічно отримуємо 

                           ]1[)2()2()2()2( )()()()( PQRQMQQ dsdsdssd PARAM ++= ,          (6.69) 

де 
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Для стержня 3 проводимо викладки, аналогічні таким для стержня 1. В 

результаті матимемо 
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                      (6.70) 

де  
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Запишемо рівняння рівноваги рами в глобальній системі координат 
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Ці рівняння можна записати так:  

                 
.

,
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Тут 
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(I і 0 − одинична і нульова матриці третього порядку). 

Враховуючи напрямок осей )2(
jx  і )3,2,1()3( =jx j , можна записати такі 

рівності: 
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Ці рівності можна представити в наступному вигляді: 

                                          )()( 3
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)2( ldld wTwN = .                                    (6.72) 

Тут 
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Скористаємося співвідношеннями (6.67) при s = l2 і (6.70) при s = l3 
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Тоді (6.72) запишеться так: 

                      ,)3()4,3()3,3()2,3()1,3( JMHRHMHRH ddddd BBAA =+++       (6.73) 

де   
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Системи матричних рівнянь (6.71) і (6.73) можна записати у вигляді 

єдиного матричного рівняння 

                                                           JRH dd = ,                                              (6.74) 

якщо ввести матрицю H і вектори dR і dJ дванадцятого порядку наступним 

чином: 
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Вирішуючи рівняння (6.74), знаходимо вектор JHR dd 1−= , тобто 

визначаємо прирости опорних реакцій BBAA dddd MRMR ,,, , що дозволяє за 

допомогою формул (6.59), (6.67) і (6.70) визначити прирости переміщень 

точок зігнутої осі стержнів рами на даному етапі розрахунку. 

Приклад 6.4.  

П-образна залізобетонна рама (рис. 6.11) знаходиться під дією двох 

постійних сил ][1
1P  і ]2[

1P  (сили тяжіння двох вантажів М1 і М2, розташованих 

у вузлах рами) і трьох змінних сил ][
2

1P , ][
3

1P  і ]2[
3P  , величини яких 

змінюються з течією часу в такий спосіб: 

        кН
T
TtPкН

T
TtPP 







 −
π+=







 −
π+==

3

3]2[
3

2

2]2[
2

][
2

4/2sin110,4/2sin1101   

(Т2 = 6с, Т3 = 4с). Маси вантажів Tmm 4021 == .  Довжини стержнів 

,1231 мll ==  мl 102 = , розміри поперечного перерізу h = 0,4 м, b = 0,5 м. 

Характеристики бетону і армування стержнів такі ж, як і попередньому 

прикладі. Необхідно визначити рух вантажів. 

 
Рис. 6.11 Схема навантажень, що діють на конструкцію 
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Оскільки періоди зміни сил досить великі, рух рами можна вважати 

квазістатичним. В результаті використання алгоритму, наведеного вище, 

рівняння руху вантажів були визначені. На рис. 6.12 і 6.13 представлені 

графіки зміни координат x2  і  х3 вантажів з течією часу (1 - для координати х2, 

2 -  для х3, переміщення в метрах,  час  в секундах). 

 

 
Рис. 6.12 Графіки, що визначають рух вантажуK1 

 
Рис. 6.13 Графіки, що визначають рух вантажу K2 
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У цьому параграфі проведено побудову алгоритму вирішення 

просторової нелінійної пружнопластичної квазістатичної задачі, заснованого 

на методі граничних елементів, для залізобетонної рами. Розглянуто 

конкретний приклад. 

 

6.5 Дослідження    просторової   нелінійної    пружнопластичної 

динамічної задачі для залізобетонної рами 

На основі алгоритму, викладеного в п. 6.3, проводиться рішення 

наступної динамічної задачі для рами, зображеної на рис. 6.9. В деякий 

момент часу на вантаж К1 впливає горизонтальний ударний синусоїдальний 

імпульс I (рис. 6.14), складові якого I2 і I3, кі паралельні осям х2 і х3,   

                              

Рис. 6.14 Вплив ударного імпульсу 

 

представлені на рис. 6.15 (величина впливу в кілоньютонах, час ─ в 

секундах). Необхідно визначити коливання рами.  

 Використовуючи алгоритм, викладений в п. 6.2, на кожному кроці при 

покроковому методі рішення будується матриця, j-м стовпцем якої є 

сукупність  приростів  переміщень  уздовж осей осей.х2 і х3 точок K1 і K2,  

викликаних  навантаженням  рами    з   номером    j,   що  складається    з при- 

ростів навантажень )4,3,2,1()( =∆ kj
kF  ( )(

1
jF∆  прикладено до точки K1 і 
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Рис. 6.15 Графіки складових мпульса 

 

направлено вздовж осі х2, )(
2

jF∆  прикладено до точки K1 і направлено вздовж 

осі х3, )(
3

jF∆  прикладено до точки K2 і направлено вздовж осі х2, а )(
4

jF∆  

також прикладено до точки K2 і направлено вздовж осі х3). При цьому )( j
jF∆ = 

1, а )( j
kF∆ = 0 при k  ≠ j.  

Таким чином проводиться побудова матриці коефіцієнтів впливу. Для 

цього використовується алгоритм, докладно описаний в п. 6.5. 

З формул (6.44), (6.43) і (6.42) визначаються прирости переміщень v∆̂  і 

a∆̂  точок К1 і К2 на розширеному часовому кроці, а потім з формул (6.45) 

визначаються прирости прискорень a∆ , швидкостей V∆  і переміщень v∆  

цих точок на реальному кроці. Завершується крок обчисленням нових 

значень прискорень, швидкостей і переміщень вантажів: 

                              vvvVVVaaa ∆+=∆+=∆+= новновнов ,, . 

Для визначення приростів напружень і деформацій в елементах конструкцій 

використовується алгорітм параграфа 6.2 при заміні приростів нагрузки ΔFk 

(k = 1,2,3,4), прикладеної до вантажів, на )4,3,2,1()( =∆−∆ km k
j

k aF , тобто з 

урахуванням сил інерції вантажів, що виникають в процесі коливань. 
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На рис. 6.16 і 6.17 представлена зміна координат х2 і х3 вантажів К1 і К2 

при коливаннях, викликаних імпульсним впливом на вантаж К1 (1 ─ 

коордінати х2, 2 ─ коордінати х3). Параметри конструкції і матеріалів ті ж, що 

і в прикладі 6.4. Помітна наявність пластичних деформацій.   

 
Рис. 6.16 Зміна координат вантажу К1 при імпульсному впливі  

 
Рис. 6.17 Зміна координат вантажу К2 при імпульсному впливі  

 

Отже, у цьому параграфі виложена побудова алгоритму вирішення 

просторової нелінійної пружнопластичної динамічної задачі, заснованого на 

методі граничних елементів, для залізобетонної рами, що являється моделлю 

каркасної споруди.  

 

Зміст даного розділу опубліковано в роботах [245-253,289,290]. 
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6.6 Висновки за розділом 6 

1. Запропоновано метод побудови системи диференціальних рівнянь 

нелінійного пружнопластичного просторового згину залізобетонної балки 

при складному навантаженні на основі асоційованого закону пластичної 

течії. 

2. На основі диференціальних рівнянь просторового згину побудований 

варіант методу граничних елементів для вирішення просторових нелінійних 

пружнопластичних квазістатичних і динамічних задач для залізобетонних 

каркасних будівель. 

3. Досліджено квазістатичний просторовий згин одновимірної моделі 

залізобетонної каркасної споруди з урахуванням нелінійних і пластичних 

властивостей бетону при дії декількох змінних сил, що мають різні напрямки 

в просторі. 

4. Досліджена нелінійна просторова пружнопластична динамічна 

задача для одновимірної моделі залізобетонної каркасної будівлі. 

5. Проведено дослідження просторової динамічної задачі для 

залізобетонної рами з урахуванням нелінійних і пластичних властивостей 

бетону, що знаходиться під дією системи сил, що мають різні напрямки в 

просторі. 
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ЗАГАЛЬНІ ВИСНОВКИ 

В роботі вирішена науково-прикладна проблема розробки прямих 

динамічних методів розрахунку залізобетонних каркасних будинків і споруд, що 

враховують нелінійні і пластичні властивості матеріалів без використання 

методу скінчених елементів.  

На основі виконаних досліджень сформульовано такі висновки: 

1. Розроблено метод розв’язання квазістатичнх і динамічних задач плоского 

вигину одновимірних моделей залізобетонних каркасних споруд  на основі 

методу малого параметра при діапазоні навантажень, що забезпечує малу 

нелінійність залежності між напруженнями і деформаціями. 

2. Метод був модифікований для вирішення динамічних задач з 

урахуванням нелінійних і пластичних властивостей бетону для випадків 

вказаної великої нелінійності шляхом розбиття процесу згину на ряд етапів, в 

межах кожного з яких ця нелінійність виявляється малою. Побудовано 

диференціальні рівняння першого та другого наближень для кожного з етапів 

згину. На основі запропонованого методу розв'язано динамічна задача для 

одновимірної моделі залізобетонної каркасної споруди при сейсмічній дії. 

Проведено дослідження вільних коливань одновимірної моделі залізобетонної 

каркасної споруди при великих початкових прогинах. Досліджено динаміку 

одновимірної моделі залізобетонної каркасної споруди при сейсмічних впливах 

великої амплітуди. 

3. Побуловано диференціальне рівняння плоского згину залізобетонної 

балки з урахуванням її геометричної нелінійності та фізичної нелінійності і 

пластичності матеріалів при складному навантаженні, виходячи з асоційованого 

закону пластичної течії для покрокового розв’язку задач динаміки 

залізобетонних балок і рам. 

4. На основі диференціального рівняння розроблено варіант методу 

граничних елементів для вирішення нелінійних квазістатичних і динамічних 

розрахунків залізобетонних балок і рам. Виявлено явище динамічної нестійкості 

і параметричного резонансу (розгойдування поперечних коливань при певних 
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частотах зміни поздовжніх сил). Показано, що параметричний резонанс є більш 

небезпечним явищем, ніж звичайний резонанс. 

5. Побудовано варіант методу граничних елементів для дослідження 

нелінійної динаміки плоских моделей багатопрольотних багатоповерхових 

каркасних будівель. За допомогою цього алгоритму вирішено ряд динамічних 

задач для таких споруд при дії на них гармонійних сил, ударних і сейсмічних 

впливів. 

6. Побудовані диференціальні рівняння нелінійного пружнопластичного 

просторового згину залізобетонної балки при складному навантаженні на основі 

асоційованого закону пластичної течії. 

7. Розроблено варіант методу граничних елементів для розв’язку 

просторових нелінійних квазістатичних і динамічних задач для залізобетонних 

каркасних будівель. Досліджено коливання одновимірної моделі залізобетонної 

каркасної споруди з урахуванням нелінійних і пластичних властивостей 

матеріалів при дії декількох змінних сил, що мають різні напрямки в просторі. 

Проведено дослідження просторової динамічної задачі для залізобетонної рами з 

урахуванням нелінійних і пластичних властивостей матеріалів, що знаходиться 

під дією просторової системи змінних сил. 
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ДОДАТОК А 

Визначення січних об'ємних модулів пружності і зсуву для бетону в 

процесі активного навантаження 

 При дослідженні статики і динаміки залізобетонних конструкцій 

виникає необхідність в аналітичних залежностях між середніми 

напруженнями 0σ  і середніми відносними деформаціями 0ε , а також між 

октаедричними дотичними напруженнями 0τ  і зсувами на октаедричних 

площадках 0γ  для бетону. Подібні залежності наведені в [107,265], однак 

вони досить громіздкі і незручні для якісного дослідження коливань. 

 Нехай бетонний стержень відчуває деформацію одноосного 

поздовжнього стиску. Позначивши через bε  та pε  відповідно подовжню і 

поперечну відносні деформації, матимемо 

                                                        3/)2(0 pb ε+ε=ε                                      (A.1) 

Враховуючи що bbp εν−=ε , а )/( 0 bbb VEσ=ε ( bσ - нормальне напруження в 

поперечному перерізі стержня, bν - коефіцієнт Пуасяона, 0E - початковий 

модуль пружності бетону, bV - коефіцієнт зміни січного модуля [78]), можемо 

записати 

                                                       .
3

)21(

0
0

b

bb

VE
ν−σ

=ε                                        (A.2) 

Зауважимо, що [88]  

                                         ,1)ˆ(ˆ 2
210 ηω−ηω−−+= bbb VVVV                         (A.3) 

                                              .1)ˆ(ˆ 2
0 η−ν−ν+ν=ν bbb                                 (A.4) 

У формулі (A.3) bV̂ - максимальне значення коефіцієнта bV , 0V - его 

початкове значення; 1ω  і 2ω - деякі постійні величини. Їх значення 

визначаються з формул 

                                                 ,ˆ,
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( serbR ,  у МПа – наводиться в СНиПі, а bVV 5,22,1 10 −=ω=  для висхідної гілки 

діаграми одновісного стиску; ,ˆ05,20 bVV =  138,0ˆ95,11 −=ω bV   для низхідній; 

12 1 ω−=ω ). 

 У формулі (A.6) bν̂ - максимальне значення bν : 

                                                        .ˆ1ˆ 3
0 bb V−+ν=ν                                      (A.7) 

Зауважимо, що величини bV  і bν  у  формулах (A.3) і (A.4) є функціями рівня 

нормальних напружень η: 

                                                              .ˆ/ bb σσ=η                                          (A.8) 

Введемо величину ζ , яка характеризує рівень середньої деформації : 

                                                             .ˆ/0 bεε=ζ                                            (A.9) 

Тоді (A.2) може бути записано так: 

                   ).
)(]21[

)(21)(;
ˆ3

)21(ˆ
()(

00

0

ην−
ην−

=η
ε
ν−σ

=ηη=ζ
b

b

b

b

V
f

E
AfA           (A.10) 

Формула (A.10) висловлює залежність 0ε  від bσ , а значить, і від 0σ , так як 

3/0 bσ=σ  при одноосьовому стиску. Оскільки нас цікавить зворотна 

залежність 0σ  від 0ε , то проблема полягає в зверненні вираження (A.10). Для 

однозначного звернення будемо розглядати тільки висхідну гілку діаграми, 

тобто при bb ζ<ζ ˆ , 1<η  ( )1(ˆ Afb =ζ ).Позначимо шукану залежність η від ζ  

так: )(ζχ=η . Тоді (A.10) можна представити так: 

                                                    .
)]([

11
ζχ

ζ=η
fA

                                           (A.11) 

Так як 0)0( ν=ν , а 1)0( =bV , то 1)0( =f . Як вже зазначалося, на висхідній 

гілці діаграми залежність )(ζχ=η  однозначна. Звідси слідує, що 0)0( =η . 

Тому можна записати наступну рівність: 

                                                  ),(1
)]([

1
ζφ+=

ζχf
                                         (A.12) 
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де 0)0( =φ . Використовуючи (A.12), запишемо (A.11) в наступному вигляді: 

                                                   )].(1[1
ζφ+ζ=η

A
                                          (A.13) 

Аналітичний запис функції )(ζφ  невідомий, проте, його апроксимацію за 

допомогою поліномів легко побудувати. розбиваємо відрізок )1(],0[ ** <ηη  

на n  частин і для кожної точки nkk /*η=η  ),...,1,0( nk =  визначаємо 

відповідне значення kζ  за формулою (A.10). Далі з формули (A.13) при 

знайдених значеннях kη  і kζ  визначається )( kζφ . Використовуючи будь-яку 

інтерполяційну формулу (Лагранжа, Ньютона або ін.), можемо записати 

                                      .)(~)],(~1[1
0
∑
=

ζ=ζφζφ+ζ=η
n

k

k
ka

A
                              (A.14) 

Замінюючи η і ζ  їх виразами (A.8) і (A.9) і враховуючи, що 3/0 bσ=σ , 

отримуємо 

                                              
)].

ˆ
(~1[)(

,)(3

0
00

000

b

KK

K

ε
ε

φ+=ε

εε=σ
                                       (A.15) 

Тут 
b

b
A

K
ε

σ
=

ˆ3
ˆ

0 . Легко переконатися в тому, що 
)21(3 0

0
0 ν−
=

EK , тобто являє 

собою початковий об'ємний модуль пружності. 

Переходимо до визначення зсуву на октаедричних площадках. з 

формули  2
13

2
32

2
210 )()()(

3
2

ε−ε+ε−ε+ε−ε=γ  отримуємо  

                                             ),1(||
3

22
0 bb ν+ε=γ                                         (A.16) 

так як bbb εν−=ε=εε=ε 321 , . Таким же чином отримуємо, що октаедричні 

дотичні напруження визначаються за формулою 

                                                  .3/||20 bσ=τ                                              (A.17) 

Тоді із залежності 

                                                        00 γ=τ G                                                    (A.18) 
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випливає, що  

                                                 .
)](1[2

)(0

0

0

ην+
η

=
γ
τ

=
b

bVEG                                      (A.19) 

Введемо позначення 

                                                     .
|ˆ|24

3 0

bσ
γ

=ρ                                               (A.20) 

Враховуючи що bb ση=σ ˆ , а також (A.18) і (A.19), отримуємо з (A.20) 

             ).1)0(,
)()1(

)(1)(,
ˆ2

)1(ˆ
()(

00

=
ην+

ην+
=η

ε
ν+σ

=ηη=ρ g
V

g
E

BgB
b

b

b

bb        (A.21)     

Тепер проблема полягає в зверненні функції (A.21), тобто у визначенні 

залежності η від ρ . Діючи аналогічно попередньому випадку, приходимо до 

співвідношення, аналогічного (A.14) 

                                        ).0)0(()],(1[1
=ψρψ+ρ=η

B
                                 (A.22) 

        Продовжуючи так само далі, отримуємо 

                                     ,)(~)],(~1[1
0
∑
=

ρ=ρψρψ+ρ=η
m

k

k
kb

B
                              (A.23) 

де коефіцієнти ),...,2,1( mkbk =  визначаються так само, як ),...,2,1( nkak = . 

Замінюючи η відношенням bb σσ ˆ/ , а ρ  відповідно до (A.20), знаходимо 

                                             
)](~1[)(

,)(

000

000

γψ+=γ
γγ=τ

bdGG
G

                                      (A.24) 

( )( 0γG   січний модуль зсуву бетону, а 0G  ̶ відповідний початковий модуль, 

|ˆ|24
3

b
bd

σ
=  ). 

Нехай тепер стержень піддається одноосьовому розтягу. Всі 

вищенаведені формули за винятком (A.6), виявляються вірними при заміні 

індексу ""b   індексом ""bt . Замість (A.6) слід використовувати формулу 

[234]  

                                                ,ˆ 0
α=ε btbt RA                                              (A.25) 

де 0A  і α  ̶  параметри, які залежать від типу бетону. 
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Таким чином, формули (A.14) і (A.15) з урахуванням вищевказаної 

заміни справедливі і для одноосного розтягу. Отже, коефіцієнти діаграм 

зсуву для стиску і розтягу (тобто для різних значень параметра Лоде-Надаї) 

відрізняються один від одного, що було відзначено в роботі [96]. 

Як приклад розглянемо стержень, виконаний з бетону В40: 

                                serbR , =29 МПа, 0E =36*103 МПа, serbtR , = 2,1 МПа.  

Розглядаємо спочатку випадок одновісного стиску. За формулами (A.5)  

̶  (A.7) знаходимо bε̂  = − 2,056*10-3; bV̂  = 0,392; 1ω  = 2−2,5 bV̂  = 1,02; 

=ω−=ω 12 1   = − 0,02;  bν̂ = 0,468  ( прийнято, що 0ν =0,2 ).  З формул (2.104) 

і (2.105) визначаємо 

                22 1268,0468,0,02,002,11608,0392,0 η−−=νη+η−+= bbV , 

а з (A.10): 

                    .
)02,002,11608,0392,0(6,0

1536,0064,0)(;0784,0
2

2

η+η−+

η−+
=η= fA  

Приймемо 8,0* =η  і розіб'ємо відрізок на дві ділянки. Тоді з (A.10) 

отримуємо ;0337,0;0;8,0;4,0;0 10210 =ζ=ζ=η=η=η  .0609,02 =ζ  З (A.12) 

знаходимо ;0)( 0 =ζφ  0297,0)(;0695,0)( 21 =ζφ−=ζφ . Очевидно, що 00 =a . 

Для знаходження 1a  і 2a  складаємо систему рівнянь 

                                           
0297,00609,00609,0

0695,00337,00337,0
2

21

2
21

=+

−=+

aa
aa

 

вирішуючи яку знаходимо: =1a -5,224; =2a 93,807. Далі, з (A.15) отримуємо 

               ).10*192,2210*541,21(10*20)(;)(3 2
0

6
0

33
0000 ε+ε+=εεε=σ KK  

 Останні два доданки всередині дужок показують відхилення поведінки 

матеріалу від лінійного в розглянутому діапазоні деформацій. 

Покажемо, що це відхилення мало. Максимальне значення ζ  дорівнює 

2ζ =0,0б09. Тоді відповідне значення =ζε=ε 22,0 ˆb -0,1252*10-3. Таким чином, 

необхідно знайти максимум модуля функції  
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2
0

6
0

3
00 10*192,2210*541,2)( ε+ε=εφ  на відрізку ]0,10*1252,0[ 3−− . 

Прирівнюючи нулю похідну, знаходимо точку мінімуму функції )( 00 εφ : 

min,0ε = -0,05725*10-3. Відповідне значення функції: 0728,0)( min,00 −=εφ . 

Значенн )10*1252,0( 3
0

−−φ  = 0,0298. Отже, відхилення від лінійності 

0728,0|)(| 00 ≤εφ , тобто значно менше 1. 

Переходимо до визначення модуля зсуву. Діючи відповідно до формул 

(A.17) - (A.24), отримуємо  

                   ).10*0468,010*383,01(10*15)(;)( 2
0

6
0

33
0000 γ+γ−=γγγ=τ GG  

Аналогічно показується, що відхилення від лінійності мало. 

Для розтягу маємо 

                   );10*453,104110*785,21(10*20)(;)(3 2
0

6
0

33
0000 ε−ε−=εεε=σ KK  

                   ).10*714,2310*148,01(10*15)(;)( 2
0

6
0

33
0000 γ−γ−=γγγ=τ GG  

Зауважимо, що в цьому випадку =ζε=ε 22,0 ˆbt 6,202⋅10-5. Неважко показати, 

що і в цьому випадку відхилення від лінійності в )( 0εK  и )( 0γG  малі. 
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ДОДАТОК Б 

Визначення січних об'ємних модулів пружності і зсуву для бетону в 

процесі циклічного навантаження.  

Досліджуємо спочатку випадок, коли поздовжня сила знака не змінює. 

Розглянемо бетонну колону постійного поперечного перерізу, яка зазнає 

одновісний стиск. Поздовжня відносна деформація колони може бути 

визначена з формули [88] 

                                                       )],(/[ ]0[ ησ=ε bVE                                        (Б.1) 

де σ = N / S (N − поздовжня сила, S – площа поперечного перерізу), Е[0] − 

початковий модуль пружності бетону, Vb(η) –  коефіцієнт зміни січного 

модуля пружності 

                                   .1)ˆ(ˆ)( 2
210 ηω−ηω−−+=η bbb VVVV                            (Б.2) 

Тут bV̂ − значення Vb в вершині діаграми (ε, σ) стиску бетону [18], η − рівень  

напружень: 

                                                           bσσ=η ˆ/                                                  (Б.3) 

( bσ̂ − значення напружень у вершині діаграми, serbb R ,ˆ −=σ ). Зауважимо, що 

вершині діаграми відповідає значення η = 1. 

Будемо розглядати тільки такі значення N, при яких точка з 

координатами σ, ε знаходиться на висхідній гілці діаграми (тобто 

bSNNN σ=< ˆˆ|,ˆ||| , рис. Б.1). Тоді [78] V0 = 1, ω1 = 2−2,5 bV̂ , ω2 = 1− ω1.  

Значення поздовжньої деформації ε в вершині діаграми для важких і 

дрібнозернистих бетонів визначається за формулою  

                          
)227)(6253000(
)22675.062)(18(

ˆ 2
,,,

2
,,,

++−

+++
−=ε

serbserbserb

serbserbserb
b RRR

RRR
.                   (Б.4) 

Припустимо, що на початковому етапі деформування колони (будемо 

називати його нульовим, на рис. Б.1 він відповідає відрізку 0Х1 діаграми) 

величина стискаючої сили збільшується від нуля до деякого значення |N1*| 

<| N̂ |.  В  кінці  цього  етапу  нормальні  напруження на поперечних перерізах 
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Рис. Б.1 

Діаграма деформування бетону при навантаженні и розвантаженні 
 

і відносна поздовжня деформація в колоні відповідно до (Б.1) 

дорівнюватимуть 

                                   σ1* = N1* / S,  ε1* = σ1* / [E[0] Vb(η1*)],                         (Б.5) 

де η1* = σ1* / bσ̂ .  

Позначимо через εп поперечну відносну деформацію. Тоді середня 

відносна деформація (середнє подовження) запишеться так 

                                                    ε  = (ε + 2εп ) / 3.                                           (Б.6) 

Враховуючи що εп = −νb(η)ε (νb(η) − коефіцієнт Пуассона), представимо (Б.6) 

наступним чином: 

                                                ,
)(3
)](21[)( ]0[ η

ην−σ
=σε

b

b

VE
                                         (Б.7) 

причому [78]   

                                          2
0 1)ˆ(ˆ)( η−ν−ν+ν=ην bbb                                 (Б.8) 



350 

)).ˆ/(ˆˆ,ˆ1ˆ,2,0( 0
3

00 EVV bbbbb εσ=−+ν=ν=ν  

       Введемо величину ζ, яка характеризує рівень середньої відносної 

деформації: 

                                                              ζ = ε / bε̂ .                                             (Б.9) 

Тоді (Б.7) запишеться так 

                                                        )()( ηη=ηζ fAb .                                        (Б.10) 

Тут 

             )].()21/[()](21[)(),ˆ3/()21(ˆ 0
]0[

0 ην−ην−=ηεν−σ= bbbbb VfEA       (Б.11) 

Нехай тепер величина поздовжньої сили |Ν| продовжує зростати. 

Процес збільшення величини поздовжньої сили Ν від |N1*| до деякого 

значення |N2*| <| N̂ | (тобто процес навантаження при стиску) і відповідні 

зміни σ і ε будемо називати першим етапом деформування колони. Відрізок 

X1X2 діаграми (рис. Б.1), який відповідає цьому етапу, запишемо в 

наступному кілька більш загальному вигляді, придатному для наступних 

етапів: 

                           *]0[* )](/[)()( jjjjjjjjjj kVEk ε−η∆σ∆+σ=σ∆ε∆ ,                   (Б.12) 

де                 

                 
.)(||1)ˆ(ˆ

)(,,,
2*

2
*

10

***

jjjjjjjjjjj

jjjjjjjj

kkVVV

V

η∆+ηω−η∆+ηω−−+=

=η∆η−η=η∆σ−σ=σ∆ε−ε=ε∆
            (Б.13) 

Для застосування формул (Б.12) ̶ (Б.13) до першого етапу деформування слід 

в них покласти j = 1. При цьому 

                         
.,,1,ˆ5,22

,1,ˆˆ,,1

1,2,1,

00
]0[]0[

bjbjjjbj

jbjjj

BBAAV

VVVVEEk

==ω−=ω−=ω

=====
                 (Б.14) 

(з приводу визначення величини Bb див. (Б.11)). 

       Будемо називати (Б.12) рівнянням діаграми деформування в приростах 

ε і σ. 

       З (Б.7) і (Б.13) випливає, що  



351 

             
)).()(),(,(

))(3/())(21)(()(
****

*]0[*

jjbjjjjjj

jjjjjjjjjjjj ekVEk

η∆+ην=η∆νσε=εε−ε=ε∆

−η∆η∆ν−σ∆+σ=σε∆
          (Б.15) 

З (Б.15) отримуємо 

                              ** )()()( jjjjjjjjjj kfkA ζ−η∆η∆+η=η∆ζ∆ .                      (Б.16) 

 ( )]()21/[()](21[)(,ˆ/, 0
***

jjjjjjbjjjj Vf η∆ν−η∆ν−=η∆εε=ζζ−ζ=ζ∆ ). 

        Функція Δζ1(Δη1) є монотонно зростаючою на відрізку [0, 1 − δ1] 

(δ1<<1), тому на цьому відрізку вона оборотна. Будемо розшукувати 

функцію, зворотну Δζ1(Δη1), в наступному вигляді: 

                                       )](1[1)( jjj
j

jj A
ζ∆χ+ζ∆=ζ∆η∆ ,                            (Б.17) 

де  

                                                   ∑
=

∆∆ ζχ=ζχ
jn

k

k
jkjjj

0
,)( .                                      (Б.17а)  

Приймемо пj = 2 і з умови  

                                                   )0(/1)0( //
jj ζ∆=η∆                                          (Б.18) 

отримаємо 

                                                   1)0(/10, −=χ jj f .                                           (Б.19) 

Покладемо тепер  

                                 2/)(, **
12

**
111 jjjjjj η−η=η∆η−η=η∆ ++                          (Б.20) 

(через j +1 позначений номер наступного етапу деформування) і знайдемо 

значення Δζ1 при Δη1 = Δ1η1 і Δη1 = Δ2η1 : 

                                  )(),( 2211 jjjjjj η∆ζ∆=ζ∆η∆ζ∆=ζ∆ .                          (Б.21) 

З умов  

                                   )(),( 2211 jjjjjj ζ∆η∆=η∆ζ∆η∆=η∆                           (Б.22) 

отримуємо систему лінійних рівнянь 

                                           
0,2,2,

2
21,2

0,1,2,
2

11,1 ,

jjjjjj

jjjjjj

F

F

χ−=χζ∆+χζ∆

χ−=χζ∆+χζ∆
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( 1)(/1,1)(/1 22,11, −η∆=−η∆= jjjjjj fFfF ), рішення якої має такий вигляд: 

  
)].(/[])()[(

)],(/[])()[(

122120,1,10,2,2,

11221
2

10,2,
2

20,1,1,

jjjjjjjjjjj

jjjjjjjjjjj

FF

FF

ζ∆−ζ∆ζ∆ζ∆ζ∆χ−−ζ∆χ−=χ

ζ∆−ζ∆ζ∆ζ∆ζ∆χ−−ζχ−=χ ∆∆      (Б.23) 

З (Б.3) і (Б.9) випливає                 

                                        bjjbjj εε=ζ∆σσ∆=η∆ ˆ/,ˆ/ .                                    (Б.24)  

Зауважимо, що середнє напруження σ  = σ / 3 при одноосьовому стиску, тоді 

приріст його 1σ∆ = Δσ1 / 3. Враховуючи це, отримуємо з (Б.17) 

                                    
)]ˆ/(1[)(

,)(3
]0[

bjjjjj

jjjj

KK

K

εε∆χ+=ε∆

ε∆ε∆=σ∆
                                   (Б.25) 

( )ˆ9/(ˆ]0[
bjbj AK εσ= ). Легко переконатися, що при  j = I  

                                                          ]0[
jK = K[0] 

(Κ[0]  − початковий об'ємний модуль пружності бетону). 

        Перша рівність (Б.25) означає, что K1( ε∆ 1) є січній об'ємний модуль 

пружності бетону на першому етапі деформування. 

         Зсув на октаедрічніх майданчиках визначається за формулою [133] 

                                2
13

2
32

2
21 )()()(

3
2

ε−ε+ε−ε+ε−ε=γ ,                      (Б.26) 

де εk (k = 1,2,3) − головні лінійні деформації. У разі одноосного стиску ε1 = ε, 

ε2 = ε3 = −νbε  і (Б.26) приймає наступний вигляд: 

                                                 )1(||
3

22
bν+ε=γ .                                        (Б.27) 

Аналогічно отримуємо співвідношення 

                                                      3/||2 σ=τ                                               (Б.28) 

( τ − октаедричні дотичні напруження). 

Використовуючи (Б.28) і (Б.27), знаходимо, що на нульовому етапі 

навантаження 

                                                   
)(

)](1[||
3

22
]0[ η

ην+σ
=γ

b

b

VE
.                                        
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Ця рівність може бути представлено так 

                                                        )()( ηη=ηρ gBb .                                        (Б.29) 

Тут 

                         
)()1(

)(1)(,
ˆ3

)1(ˆ22,
|| 0

]0[
0

ην+
ην+

=η
ε
ν+σ

=
ε
γ

=ρ
b

b

b

b
b

b V
g

E
B .               (Б.30) 

       На першому етапі деформування співвідношення (Б.28) і (Б.30) 

приймають такий вигляд (у нижченаведених формулах (Б.31) ̶ (Б.39) j = 1): 

                          ,
)(

)](1[||
3

22 *
]0[

*

jj
jjj

jjjjj
j k

VE
k

γ−
η∆

η∆ν+σ∆+σ
=γ∆                         (Б.31) 

де *
jj γ−γ=γ∆ ( *

jγ  − зсув на октаедричному майданчику при дії на колону 

стискаючої сили Nj), 

                             ** )()()( jjjjjjjjjj kgkB ρ−η∆η∆+η=η∆ρ∆                       (Б.32) 

(Δρj = ρ − ρj* , ρj*  = *
jγ  / |ˆ| bε ), Bj = Bb). 

У формулі (Б.32) 

                                             .
)()1(

)(1
)(

0 jj

jj
jj V

g
η∆ν+

η∆ν+
=η∆                                 (Б.33) 

       Функція ρ (η) є монотонно зростаючою на відрізку [0,1], а отже, є 

монотонно зростаючою і функція ΔρΙ(ΔηΙ) на відрізку [0, 1− η1*]. Тому на 

цьому відрізку функція ΔρΙ(ΔηΙ) оборотна. Будемо розшукувати функцію, 

зворотну (Б.32), в наступному вигляді: 

                                       )](1[1)( jjj
j

jj B
ρ∆ψ+ρ∆=ρ∆η∆ ,                          (Б.34) 

де  

                                                   ∑
=

ρ∆ψ=ρ∆ψ
2

0
,)(

k

k
jkjjj .                                    

Як і χj,k (k = 0,1,2) будемо визначати коефіцієнти ψj,k (k = 0,1,2) з наступних 

умов: 

                 jjjjjjjj η∆=ρ∆η∆η∆=ρ∆η∆ρ∆=η∆ 2211
// )(,)(),0(/1)0( .         (Б.35) 
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в яких 1∆ ρj  і 2∆ ρj знаходяться з рівності 

                                  )(),( 2211 jjjjjj η∆ρ∆=ρ∆η∆ρ∆=ρ∆ .                         (Б.36) 

З першого з умов (Б.35) знаходимо 

                                                   1)0(/10, −=ψ jj g ,                                        (Б.37) 

а виходячи з другого і третього умов (Б.35) будуємо систему лінійних 

рівнянь відносно ψj,k (k = 1,2), аналогічну (Б.37), вирішуючи яку отримуємо 

)].(/[])()[(

)],(/[])()[(

122120,1,10,2,2,

1221
2

10,2,
2

20,1,1,

jjjjjjjjjjj

jjjjjjjjjjj

GG

GG

ρ∆−ρ∆ρ∆ρ∆ρ∆ψ−−ρ∆ψ−=ψ

ρ∆−ρ∆ρ∆ρ∆ρ∆ψ−−ρ∆ψ−=ψ
    (Б.38) 

( 1)(/1,1)(/1 22,11, −η∆=−η∆= jjjjjj gGgG ). 

       Звідси і з (Б.28) і (Б.35) випливає 

                                      
|)].ˆ|/(1[)(

,)(
]0[

bjjjjj

jjjj

GG

G

εγ∆ψ+=γ∆

γ∆γ∆=τ∆
                           (Б.39) 

( )ˆ3/(ˆ2]0[
bjbj BG εσ= ). Зауважимо, що при  j = 1 

                                                           G ]0[
j  = G[0] 

(G[0] − начальный объемный модуль упругости бетона). 

        Перша рівність (Б.39) означає, що G1(Δ γ 1) є січний модуль зсуву 

бетону на першому етапі деформування колони. 

       Нехай тепер величина стискаючої сили починає зменшуватися, тобто 

починається процес розвантаження при стиску (назвемо його другим етапом 

деформування). Діаграма деформування описується [78] наступним 

співвідношенням (в формулах (Б.40) ̶ (Б.42) параметр j = 2): 

                                      )](/[)( ]0[
jjjjj VE η∆σ∆=σ∆ε∆ ,                               (Б.40) 

де  

            

Б.41)(,||1)()(

,ˆ/

,)],(/[,

2
2,1,0,

*

**]0[***

jjjjjjjjj

bjjj

jjjjjjjj

VVVV

VE

η∆ω−η∆ω−−+=η∆

σσ∆=η−η=η∆

σ−σ=σ∆ησ=εε−ε=ε∆
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.)/()5,21(,/)5,22(

),(3,07,0),(/1
2*

2,
*

1,

*
1

*
1

*
1

*
10,

jjjjjj

jjjjjjjj

VV

VVVV

η−−=ωη−=ω

η−η+=η−η= −−−−




           

       Таким чином, формули (Б.12) ̶ (Б.13) і формули (Б.15) ̶ (Б.25) і (Б.31) ̶ 

(Б.39) застосовні і до другого етапу (тобто для j = 2)., При цьому 

               .,,,,,0 ]0[]0[]0[]0[]0[]0[ GGKKBBAAEEk jjbjbjjj ======          (Б.42) 

В результаті визначаємо K2( 2ε∆ ) і G2( 2γ∆ ), які представляють собою січні 

об'ємний модуль пружності і модуль зсуву бетону на другому етапі 

деформування. 

        На рис. Б.1 ділянку діаграми, что відповідає цьому етапу, зображена 

кривою X2X3, причому координати ε3* и σ3* точки Х3 визначаються 

наступним чином: 

                                    σ3* =  N3* / S, ε3* =Δ ε2(σ3* − σ2*)+ε2*.        

       Наступний третій етап деформування колони складається в збільшенні 

величини стискаючої сили від N3* до N4*, тобто він являє собою процес 

навантаження при стиску після розвантаження при стиску. Будемо називати 

такий процес повторним стиском. Згідно [78] при повторному стиску 

діаграма деформування бетону описується залежністю 

                                                 0
]0[ )](/[ ε+ησ=ε cccc VE                                     (Б.43) 

(Індекс сс означає повторний стиск), де 

                    

,ˆ1
)(1),3,2,1(1~

,1),ˆ/(ˆˆ,~
,ˆ~ˆ,ˆ~ˆ,1

,ˆˆ]28)(36[ˆ5,22

,)~/(~/1)ˆ(ˆ)(

13
3

2
21

0
]0[]0[

3
]0[

211,2,

11,

2
12,11,0

b
vvivivii

cccccccccccc

bccbcccccc

bcccccc

cccccccccccc

V
Vi

VEVEE

VVVV

VVVV

−
η−

=φ=φβ+φβ+φβ+=γ

=εσ=γ=

εγ=εσγ=σω−=ω

−−η∆+−=ω

γηω−γηω−−+=η

Ι∆Ι

ΙΙ

           (Б.44) 

ε0 − постійна, яка визначається з умови проходження графіка функції (3.106) 

через точку ХIII. 

       При повторному стиску коефіцієнти βki (k,i = 1,2,3) рівні [78]: 

                                           β1,1 = 0,86,   β2,1 = 1,78,   β3,1 = 0,77, 
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                                           β1,2 = −0,2,    β2,2 = 0,        β3,2 = 0, 

                                           β1,3 = 0,43,    β2,3 = −0,88, β3,3 = 0,37.    

 Графік функції (3.131) при ε0 = 0 наведений на рис. Б.1 у вигляді кривої 0Х0.  

Зауваження. Прирости ε і σ, а також величини, пов'язані з ними, не залежать 

від величини ε0, тому для подальших обчислень можна покласти ε0 = 0. 

       Відрізок X3X4 діаграми, відповідний третьому етапу, запишемо у 

вигляді рівняння в приростах: 

                             *
333

]0[
33

*
333 )](/[)()( ε−η∆σ∆+σ=σ∆ε∆ VE                          (Б.45) 

де  

            Δε3 = ε − ε3*, Δσ3 = σ − σ3*, Δη3 = η − η3*, η3*= σ3* / bσ̂ , 

           
.,~/,~/,,ˆˆ

,)()(1)ˆ(ˆ)(
]0[]0[

3
2

12,2,311,1,30033

2
3

*
32,33

*
31,3303333

cccccccccc EEVVVV

VVVV

=γω=ωγω=ω==

η∆+ηω−η∆+ηω−−+=η∆
        (Б.46)  

Таким чином, і в цьому випадку (тобто для j = 3) застосовні формули   

(Б.12)  ̶ (Б.13) і формули (Б.15)  ̶ (Б.25) і (Б.31)  ̶  (Б.39). Замість (Б.41) 

використовуємо (Б.44), (Б.46) і 

                                       .~/,~/,1 33 γ=γ== bjbjj BBAAk                                (Б.47) 

      Тоді  

                                            3
]0[]0[

3
]0[]0[ ~,~ γ=γ= GGKK jj  

і формули (Б.25) і (Б.39) будуть виглядати так: 

           
|)]ˆ|/()~1(~1[)(,)(

)],ˆ/()~1(~1[)(,)(3
]0[

]0[

bjjjjjjjjjj

bjjjjjjjjjj

GGG

eKeKeeKp

εγ∆ψδ++δ+=γ∆γ∆γ∆=τ∆

ε∆χδ++δ+=∆∆∆=∆
    (Б.48) 

( jδ
~ = 1~

3 −γ ). 

         В результаті визначаємо K3( 3ε∆ ) і G3( 3γ∆ ), які представляють собою 

січні об'ємний модуль пружності і модуль зсуву бетону на третьому етапі 

деформування. 

       При подальшій зміні стискаючої сили за циклічним законом на етапах 

розвантаження визначення об'ємного модуля пружності і модуля зсуву 
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проводиться аналогічно другому етапу деформування, а на етапах 

навантаження  ̶  аналогічно третьому. 

 

В. Визначення січних об'ємних модулів пружності і зсуву для бетону при 

повторному навантаженні 

  Розглянемо тепер такі значення поздовжньої сили N, при яких точка з 

координатами σ, ε знаходиться на висхідній гілці діаграми (σ, ε) (тобто 

SNbtb /,ˆˆ =σσ<σ<σ ). 

       Спочатку викладемо узагальнення алгоритму визначення об'ємних 

модулів пружності і зсуву для бетону при одноосьовому циклічному 

завантаженні, коли не передбачається сталість знака поздовжньої сили. 

Розіб'ємо всі етапи на три типи і введемо спеціальний параметр Q для 

характеристики кожного з етапів. До першого типу віднесемо етапи 

первинного навантаження, яким не передує етап розвантаження. При цьому 

параметр Q набуває таких значень: пс (первинне навантаження при стиску), 

пр (первинне навантаження при розтязі). До другого типу віднесемо етапи 

розвантаження, при яких параметр Q приймає два значення ̶ рс 

(розвантаження при стиску) і рt (розвантаження при розтязі). До третього 

типу віднесемо етапи повторного навантаження. Параметр Q набуває таких 

значень: нсс (навантаження при стиску після розвантаження при стиску, 

тобто повторний стиск), нct (навантаження при розтязі після розвантаження 

при стиску), нtс (навантаження при стиску після розвантаження при розтязі).  

      Відрізок  XjXj+1 діаграми, відповідний етапу з номером j, записується в 

наступному вигляді: 

                           *]0[* )](/[)()( jjjjjjjjjj kVEk ε−η∆σ∆+σ=σ∆ε∆ ,                 (Б.49) 

де *** ,, jjjjjj η−η=η∆σ−σ=σ∆ε−ε=ε∆ , Vj −  коефіцієнт зміни січного 

модуля пружності: 

         .)(||1)ˆ(ˆ)( 2*
2

*
10 jjjjjjjjjjjjj kkVVVV η∆+ηω−η∆+ηω−−+=η∆    (Б.50) 
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Тут η  ̶  рівень напружень: η = σ / mσ̂ ( m − індекс, який приймає два значення: 

b при стиску і bt при розтязі; останній символ в значенні параметра Q (c або 

t) визначає значення індексу m); *** ,, jjj ηεσ − значення напружень, відносних 

поздовжніх деформацій і рівня напружень на початку етапу; 10
]0[ ,,ˆ, jjjj VVE ω і 

ωj2 − величини, значення яких визначаються параметром  Qj; kj − множник, 

який визначається за наступним правилом: 

                kj = 1 при навантаженні, kj = 0 при розвантаженні,                     (Б.51) 

тобто перший символ в значенні параметра Q (н або р) визначає значення 

цього множника.    

        При Qj=нс або при Qj=нt (тобто для етапу першого типу) 

                         
121

0
]0[]0[]0[

1,ˆ5,22

,1],ˆ/[ˆˆˆ,,1

jjmj

jmmmjjj

V

VEVVEEk

ω−=ω−=ω

=εσ====
              (Б.52) 

(Е[0] − початковий модуль пружності бетону). 

       При Qj=pс або при Qj=pt (тобто для етапу другого типу) 
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                 (Б.53) 

       При Qj=нсс,  Qj=нсt або при Qj=нtс (тобто для етапу третього типу) 
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     (Б.54) 

       Величини βki (k,i= 1,2,3) приймають наступні значення [78]:  

при Qj=нсс 

                                β1,1 = 0,86,   β2,1 = 1,78,   β3,1 = 0,77, 

                                β1,2 = −0,2,    β2,2 = 0,        β3,2 = 0,                                   (Б.55) 

                                β1,3 = 0,43,    β2,3 = −0,88, β3,3 = 0,37;    
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при Qj=нсt 

                                β1,1 = −0,55, β2,1 = 0,1,    β3,1 = 0, 

                                β1,2 = 0,2,      β2,2 = 0,        β3,2 = 0,                                   (Б.56) 

                                β1,3 = −0,27, β2,3 = −0,02, β3,3 = 0;    

при Qj=нtс 

                               β1,1 = −0,17, β2,1 = 0,02,   β3,1 = 0, 

                               β1,2 = 0,13,    β2,2 = −0,12  β3,2 = 0,                                    (Б.57) 

                               β1,3 = −0,06,  β2,3 = −0,02, β3,3 = 0.    

       Середня відносна деформація (середнє подовження) при одноосьовому 

подовженні (стиску) може бути записана так 

                                           
)(3
)](21[)(

]0[ η
ην−σ

=σε
m

m

VE
,                                           (Б.58) 

де νm − коефіцієнт Пуассона [78]: 

                                    2
0 1)ˆ(ˆ)( η−ν−ν+ν=ην mmm                                   (Б.59) 

)ˆˆ,ˆ1ˆ,2,0( 0
3

00 btbtbb VV ν=ν−+ν=ν=ν . 

       З (Б.49) і (Б.58) знаходимо, що  

            
)).()(),(,(

))(3/())(21)(()(
****

*]0[*

jjmjjjjjj

jjjjjjjjjjj kVEk

η∆+ην=η∆νσε=εε−ε=ε∆

ε−η∆η∆ν−σ∆+σ=σ∆ε∆
        (Б.60) 

       Введемо величину ζ, яка характеризує рівень середньої відносної 

деформації: 

                                                         ζ = mεε ˆ/ .                                                 (Б.61) 

       Тоді (Б.60) запишеться так 

                               ** )()()( jjjjjjjjjj kfkA ζ−η∆η∆+η=η∆ζ∆ .                   (Б.62) 

Тут              

    )]()21/[()](21[)(,ˆ/, 0
***

jjjjjjbjjjj Vf η∆ν−η∆ν−=η∆εε=ζζ−ζ=ζ∆ .  (Б.63) 

Величина Аj визначається так: спочатку знаходимо Am 

                                                  
m

m
m E

A
ε
ν−σ

=
ˆ3

)21(ˆ
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0 ,                                        (Б.64) 
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потім вважаємо 

                                       
.,,~/

;,,,

3 нtcнсtнссQAA
ptpcнtнсQAA

jmj

jmj

=γ=

==

при
 при

                          (Б.65) 

       Можна переконатися, що функція (Б.62) монотонна на відрізку [0,ηj**− 

ηj*], де a) ηj** ≤ 1 (1−ηj**<<1) при Qj = нс,нt; mjjjjb σσ=ηη≤η ˆ/ˆˆ(ˆ) ** , 

1ˆ ** <<η−η jj ) при Qj = нсс,нсt,нtc; c) ηj** = 0 при Qj = pc,pt. Величину **
jη  

можна знайти з умови  

                                                        0
)(
=

η∆
η∆ζ∆

j

jj

d
d

.                                       (Б.66) 

З монотонності функції )( jj η∆ζ∆ на відрізку [0,ηj**− ηj*] випливає, що вона 

оборотна на цьому відрізку (передбачається, що у випадках a) і b) η≤ηj**). 

Функція, зворотна Δζj(Δηj), шукається в наступному вигляді: 

                                         )](1[1)( jjj
j

jj A
ζ∆χ+ζ∆=ζ∆η∆ ,                          (Б.67) 

де  

                                                   ∑
=

ζ∆χ=ζ∆χ
2

0
,)(

k

k
jkjjj .                                         

З умови  

                                                       )0(/1)0( //
jj ζ∆=η∆                                    (Б.68) 

знаходимо 

                                                        1)0(/10, −=χ jj f .                                    (Б.69) 

Вважаємо тепер  

                                                         ,***
1 jjj η−η=η∆                                      (Б.70) 

а Δ2ηj (0 < Δ2ηj < Δ1ηj) вибираємо довільно. 

      Знаходимо значення ΔζI при ΔηI = Δ1ηI і ηIΔ= Δ2ηI : 

                                      )(),( 2211 jjjjjj η∆ζ∆=ζ∆η∆ζ∆=ζ∆ .                     (Б.71) 

З умов  
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                                     )(),( 2211 jjjjjj ζ∆∆η=η∆ζ∆η∆=η∆                       (Б.72) 

отримуємо систему лінійних рівнянь 
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( 1)(/1,1)(/1 22,11, −η∆=−η∆= jjjjjj fFfF ), рішення якої має такий вигляд: 

    
)].(/[])()[(

)],(/[])()[(

122120,1,10,2,2,

1221
2

10,2,
2

20,1,1,

jjjjjjjjjjj

jjjjjjjjjjj

FF

FF

ζ∆−ζ∆ζ∆ζ∆ζ∆χ−−ζ∆χ−=χ

ζ∆−ζ∆ζ∆ζ∆ζ∆χ−−ζ∆χ−=χ
   (Б.73) 

Зауважимо, що середня напруження σ  = σ / 3 при одноосьовому стиску. тоді 

  приріст його 1σ∆ = Δσ1 / 3. Враховуючи це, отримуємо  

                               
)]ˆ/()~1(~1[)(

,)(3
]0[

bjjjjjj

jjjj

KK

K

εε∆χδ++δ+=ε∆

ε∆ε∆=σ∆
                   (Б.74) 

(K[0] − початковий об'ємний модуль пружності бетону, jδ
~ = 0 при Qj= нс, нt, 

рс, рt і 1~~
3 −γ=δ j при Qj= нсс, нсt, нtс). Перша рівність (Б.74) означає, що 

Kj( jε∆ ) є січний об'ємний модуль пружності бетону на j-му етапі 

деформування. 

        Аналогічно (Б.49) можна записати рівність        

                              *
]0[

*

)(
)](1[||

3
22

jj
jj

jjjjj
j k

VE
k

γ−
η∆

η∆ν+σ∆+σ
=γ∆                    (Б.75) 

де  *
jj γ−γ=γ∆ ( γ  − зсув на октаедричному майданчику, *

jγ − його значення 

на початку j-го етапу). Ввівши рівень зсуву на октаедричному майданчику 

                                                             
|| bε

γ
=ρ ,                                              (Б.76) 

запишемо (Б.75) так 

                                ** )()()( jjjjjjjjjj kgkB ρ−η∆η∆+η=η∆ρ∆                    (Б.77)  

                                            
)()1(

)(1
)(

0 jj

jj
jj V

g
η∆ν+

η∆ν+
=η∆ ,                                (Б.78) 
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Тут Δρj = ρ − ρj* , ρj*  = *
jγ  / |ˆ| mε , а величина Вj визначається аналогічно Aj: 

                                      

.
ˆ3

)1(ˆ22

;,,при~/

;,,, при

]0[
0

3

m

m
m

jmj

jmj

E
B

нtcнсtнссQBB

ptpcнtнсQBB

ε
ν+σ

=

=γ=

==

                           (Б.79) 

Функція, зворотна (Б.77), шукається в наступному вигляді: 

                                       )](1[1)( jjj
j

jj B
ρ∆ψ+ρ∆=ρ∆η∆ ,                           (Б.80) 

де  

                                                ∑
=

ρ∆ψ=ρ∆ψ
2

0
,)(

k

k
jkjjj .                                        

Як і χj,k (k = 0,1,2) коефіцієнти ψj,k (k = 0,1,2) визначаються з наступних умов: 

                 jjjjjjjj η∆=ρ∆η∆η∆=ρ∆η∆ρ∆=η∆ 2211
// )(,)(),0(/1)0( .         (Б.81) 

в яких Δ1ρj і Δ2ρj знаходяться з рівностей 

                                  )(),( 2211 jjjjjj η∆ρ∆=ρ∆η∆ρ∆=ρ∆ .                         (Б.82) 

З першого з умов (Б.81) випливає 

                                                  1)0(/10, −=ψ jj g ,                                         (Б.83) 

а з другого і третього умов отримуємо 

 
)].(/[])()[(

)],(/[])()[(

122120,1,10,2,2,

1221
2

10,2,
2

20,1,1,

jjjjjjjjjjj

jjjjjjjjjjj

GG

GG

ρ∆−ρ∆ρ∆ρ∆ρ∆ψ−−ρ∆ψ−=ψ

ρ∆−ρ∆ρ∆ρ∆ρ∆ψ−−ρ∆ψ−=ψ
   (Б.84) 

( 1)(/1,1)(/1 22,11, −η∆=−η∆= jjjjjj gGgG ). 

 З (Б.76) і (Б.80) виходить 

                        
|)]ˆ|/()~1(~1[)(

,)(
]0[

mjjjjjj

jjjj

GG

G

εγ∆ψδ++δ+=γ∆

γ∆γ∆=τ∆
                      (Б.85) 

(G[0] − початковий модуль зсуву бетону, jδ
~ = 0 при Qj= нс, нt, рс, рt і 

1~~
3 −γ=δ j  при Qj= нсс, нсt, нtс). Перша рівність (Б.85) означає, що Gj(Δγj) є 

січний модуль зсуву бетону на j-му етапі деформування колони. 
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Зауваження. Величини bε̂  і btε̂  визначаються з формул  

                      
)227)(6253000(
)22675.062)(18(

ˆ 2
,,,

2
,,,

++−

+++
−=ε

serbserbserb

serbserbserb
b RRR

RRR
,                       (Б.86) 

                      btnbtbtserbtbt RVVER 15,06,0ˆ),ˆ/(ˆ 0, +==ε .                                  (Б.87) 

На початковому етапі деформування колони (званому «нульовим», на 

рис. Б.2 він зображений у вигляді відрізка 0ХI діаграми (σ, ε)) вона відчуває 

стиск і величина поздовжньої сили збільшується від нуля до деякого 

значення |N1*|<| N̂ |, SN bσ= ˆˆ . В кінці цього етапу нормальні напруження на 

поперечних перерізах і відносна поздовжня деформація в колоні дорівнюють 

σ1*  і ε1*. 

  
Рис. Б.2  Діаграма дефомування бетону при одноцикловому навантаженні 

 

        Припустимо, що величина поздовжньої стискаючої сили Ν продовжує 

зростати. Процес збільшення |Ν| від |N1*|  до деякого значення |N2*| < < | N̂ | і 

супутні зміни σ і ε іменуються першим етапом деформування колони. Він 

відноситься до першого типу етапів. Відповідний відрізок Х1X2 діаграми 

представлений на рис. Б.2. Нехай тепер величина стискаючої сили N починає 

спадати, тобто починається процес розвантаження. Цей етап деформування 



364 

колони отримав номер j = 2. Він відноситься до другого типу етапів. Раніше 

передбачалося, що сила N3*, відповідна кінцю етапу, залишалася 

стискаючою. Тепер приймемо, що N3* = 0. Далі сила, що діє на колону, стає 

розтягуючою, тобто починається процес навантаження при розтязі. Він 

отримує номер 3. Поздовжня сила збільшується при цьому від нуля до 

деякого значення N4* SN btbt σ=< ˆˆ . Цей етап відноситься до третього типу. 

Відповідний відрізок діаграми представлений у вигляді кривої X3X4 на рис. 

Б.2. Наступний етап 4 деформування колони складається в зменшенні 

поздовжньої сили від N4* до нуля, тобто він є процесом розвантаження і 

зображений на рис. Б.2 у вигляді відрізка X4X5 діаграми (σ,ε). Цей етап  ̶ 

другого типу. Нарешті, етап 5 є процесом навантаження при стиску і 

складається в збільшенні модуля поздовжньої сили від нуля до |N6*| |ˆ| bN< . На 

рис. Б.2 він представлений відрізком X5X6 діаграми. Цей етап відноситься до 

третього типу. 

        Передбачається, що подальша зміна поздовжньої сили полягає в 

повторенні циклу етапів 2 ̶ 3 ̶ 4 ̶ 5. 

        Викладений алгоритм застосуємо до будь-якого етапу деформування 

колони. Для цього необхідно визначити значення параметрів Q і m на 

кожному з етапів. 

Етап 1: Q1 = нс, m = b. Зауважимо, що serbb R ,ˆ =σ . З формули (Б.4) 

визначаємо bε̂ . Далі знаходимо k1=1, ]0[
1E =E[0], ]ˆ/[ˆˆˆ ]0[

1 bbb EVV εσ== , == bVV ˆ
1̂  

],ˆ/[ˆ ]0[
bb E εσ= ,110 =V 1,12,11,1 1,ˆ5,22 ω−=ω−=ω bV . Таким чином, функція 

                         2
1

*
12,11

*
11,110,1111 )()(1)ˆ(ˆ)( η∆+ηω−η∆+ηω−−+=η∆ VVVV  

цілком визначилася. 

Потім з (Б.64) і (Б.65) отримуємо )ˆ3/()21(ˆ ]0[
01 bbb EAA εν−σ==  і з 

(Б.53)  і  (Б.69) знаходимо χ1,0. Вважаємо, що  

                                              2/, 1112
*
1

*
211 η∆=η∆η−η=η∆ , 
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і з (Б.62) визначаємо Δ1ζ1 і Δ2ζ1. Потім за формулами (3.139) обчислюємо χ1,1 і 

χ1,2. Нарешті, з (Б.74) знаходимо 

                                    ])
ˆ

(
ˆ

1[)( 21
2,

1
1,10,1

]0[
11

bb
KK

ε
ε∆

χ+
ε
ε∆

χ+χ+=ε∆ Ι . 

Аналогічно, з (Б.79) визначаємо BI, а з (Б.73), (Б.83) і (Б.84) коефіцієнти 

ψΙ,0, ψΙ,1 и ψΙ,2. Згідно (Б.85) отримуємо 

                                   ])
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1[)( 21
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]0[
11
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GG

ε
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ψ+
ε
γ∆

ψ+ψ+=γ∆ . 

Етап 2: Q2 = pс, m= b. З (Б.53) знаходимо 

                         
.)/()ˆ5,21(,/)ˆ5,22(

),(/1),(3,07,0ˆ,,0
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]0[]0[
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η−η=η−η+===

ΙΙ VV

VVVVEEk
                      

Таким чином, функція 

                             2
22,221,220,2222 ||1)ˆ(ˆ)( η∆ω−η∆ω−−+=η∆ VVVV         

є цілком визначеною. Так само, як і на попередньому етапі, отримуємо 

                                                         A2 = Ab.  

       Далі, з (Б.63) і (Б.69) знаходимо χ2,0. Вважаємо (η3 = 0) 

                                                   2/, *
222

*
221 η−=η∆η−=η∆ , 

і з (Б.82) визначаємо Δ1ζ2 і Δ2ζ2. Потім за формулами (Б.83) обчислюємо χ2,1 і 

χ2,2. Нарешті, з (Б.84) знаходимо 

                                 ])
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1[)( 22
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2
1,20,2

]0[
22

bb
KK

ε
ε∆

χ+
ε
ε∆

χ+χ+=ε∆ . 

       Аналогічно, з (Б.79) визначаємо B2, а з (Б.22), (Б.23), (Б.28) і (Б.29) 

коефіцієнти ψ2,0, ψ2,1 і ψ2,2. Згідно (Б.85) отримуємо 

                              ])
|ˆ|

(
|ˆ|

1[)( 2
2,2

2
1,20,2

]0[
22

bb
GG

ε
γ∆

ψ+
ε
γ∆

ψ+ψ+=γ∆ ∆ . 

Етап 3: Q3 = нсt, m= bt, k3 = 1. Зауважимо, що serbtbt R ,ˆ =σ . З формули (Б.4) 

визначаємо btε̂ . З (Б.56) знаходимо βki (k,i= 1,2,3), потім слідуючи (Б.54) 

обчислюємо  )ˆ1/()/11( 30,2 VVv −−=φ и )3,2,1(~ =γ ii . Далі знаходимо 
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звідки випливає, що функція 

                               2
32,331,330,3333 1)ˆ(ˆ)( η∆ω−η∆ω−−+=η∆ VVVV  

цілком визначилася. 

       З (Б.64) і (Б.65) отримуємо /)21(ˆ~/ 033 ν−σ=γ= btbtAA  )ˆ~3/( ]0[
3 btE εγ  і з 

(Б.63) і (Б.69) знаходимо χ3,0. Вважаємо  

                                                  2/, 1323
*
413 ∆∆∆ η=ηη=η , 

і з (Б.62) визначаємо Δ1ζ3 і Δ2ζ3. Потім за формулами (Б.63) обчислюємо χ3,1 і 

χ3,2. Нарешті, з (Б.74) знаходимо 
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]0[
33
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ε
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χ+
ε
ε∆

χ+χδ++δ+=ε∆  

( 1~~
33 −γ=δ ). 

    Аналогічно, з (Б.79) визначаємо B3, а з (Б.77), (Б.78), (Б.83) і (Б.84) 

коефіцієнти ψ3,0, ψ3,1 и ψ3,2. Згідно (Б.85) отримуємо 
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Етап 4 (аналогічний другому): Q4 = pt, m= bt. З (Б.53) знаходимо 
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В результаті функція V4(Δη4) стає цілком визначеною. 

       З (Б.65) отримуємо A4 = Abt, а з (3.170) В4 = Вbt.  

       Аналогічно другому етапу визначаємо коефіцієнти χ4,0, χ4,1 і χ4,2, а також 

ψ4,0, ψ4,1 и ψ4,2. З (Б.84) і (Б.85) знаходимо  
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Этап 5 (аналогічний третьому): Q5 = нtc, m= b, k5 = 1. З (Б.56) визначаємо 

 βki (k,i= 1,2,3), потім знаходимо )ˆ1/()/11( 50,4 VVv −−=φ и )3,2,1(~ =γ ii . далі з 

  (Б.54) знаходимо 
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       Потім з (Б.64) і (Б.65) отримуємо /)21(ˆ~/ 035 ν−σ=γ= bbAA  

)ˆ~3/( ]0[
3 bE εγ ,а з (Б.79) визначаємо B5. далі обчислюємо χ5,0, χ5,1 і χ5,2, а також 

ψ5,0, ψ5,1 и ψ5,2. Нарешті, з (Б.74) і (Б.85) знаходимо 
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де 1~~
35 −γ=δ . 
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